9. REGRESNA A KORELACNA ANALYZA

Vo vedeckych a inZinierskych analyzach sa Casto stretivame s kvantitativnym hodnotenim dvoch
a viac veli¢in, ktoré vyjadrujeme funkénym vztahom

y=fx), z= @y, x). 9.1)

Veliciny su vzdjomne Statisticky korelované (z4vislé). Pritom nepozndme typ a konStanty funkcie,
ktoré dodato¢ne uréujeme na podklade empiricky zistenych (odmeranych) tidajov. Tento druh rieSenia
a problému nazyvame regresna analyza. Tesnost empirickej zdvislosti korelovanych veli¢in na
Statisticky vyhodnotenom funkénom vzt'ahu nazyvame korela¢na analyza.

V rovniciach (9.1) napr. namiesto presnych hodndt X, ¥ mame k dispozicii odmerané hodnoty x;,
y; . Vyrovndvacia krivka y = f(x) je spojitd a prechddza medzi bodmi empirického polygénu, ktory je
vytvoreny odmeranymi tdajmi (obr. 9.1). Odstupy bodov P; od krivky & su rezidud alebo regresné
chyby.

Empirickym uréenim typu analytickej funkcie a jej ¢iselnych konS$tint vyjadrujeme priebeh javu
odmeranych hodn6t zdvislej premennej y pri meniacich sa hodnotich argumentu x. Grafické
znazornenie priebehu javu, vplyvom merac¢skych chyb alebo inych ruSivych vplyvov, vyjadruje
nepravidelny rad bodov (empiricky polygén). Ulohou je najst takd funkénd zdvislost medzi
premennymi x, y, aby priebeh funkcie javu charakterizovany vyrovnavacou krivkou, sa pri
jednoduchom tvare funkcie optimalne primkol k empirickému polygénu. Zvycajne mame k dispozicii
nadbytoény pocet merant, vtedy koeficienty funkcie (9.1) uréime s vyrovnanim MNS.

Vysledkom bude tzv. regresna krivka. Aproximécia skuto¢ného priebehu javu je nevyhnutna
k interpolacii priebehu javu pre lubovolnd hodnotu argumentu. PouZiva sa casto k ¢iselnému
vyjadreniu fyzikédlnych vzt'ahov v geodézii a v inych vednych odboroch.
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Obr. 9.1. Regresna krivka
Met6édy regresnej a korelacnej analyzy, ako vSetky metddy matematickej Statistiky, pri
obmedzenom splneni podmienok budd mat aj obmedzenu platnost zdverov, v zdsade iba na

definovanom intervale € x;, (i=1, 2, ... n).

Metody regresnej a korelacnej analyzy su zaloZené na vysledkoch merani radu dvoch sticasne
nezdvislych premennych. Vysledkom bude rad hodnbét dvojic, ktoré povaZujeme za meranie
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dvojrozmernej veliCiny. Pri korelacii budeme predpokladat, Ze obe premenné st spojité nahodné
veli¢iny. V regresnej analyze sta¢i iba predpoklad, Ze jedna z obidvoch premennych je spojitd ndhodna
veli¢ina, u druhej nemusi byt’ tento predpoklad splneny.

Pri regresnej analyze povaZzujeme zvycajne hodnoty jednej premennej, napr. y, za meranie spojitej
ndhodnej veli¢iny pre dané hodnoty druhej premennej x. Pre kazdd z danych hodndt x; (i =1, 2, ..., n)
bude mat’ ndhodnd veli¢ina y urcité rozdelenie so strednou hodnotou a varianciou, zodpovedajicou
prislusnej hodnote x;.

Ak vyhodnocované kvantitativne vztahy rieSime linedrnou funkciou o niekol’kych neznamych
parametroch (regresnych koeficientoch), rieSeny problém nazyvame linearna regresia. Nelinedrna
regresia vyZaduje Specidlne rieSenie. Ked’ je pocet analyzovanych prvkov (x, y) dva, rieSeny problém

oznacujeme multipremenna regresna analyza.

Existuju tri varianty rieSenia:

1. UvaZujeme len regresné chyby &, funkcie y avyrovnanie vykondme z podmienky

¢"Pg=min. Meracskymi chybami si zatazené iba hodnoty y; ahodnoty x; povaZujeme za
bezchybné

yi+€y,; = fi (xl.), & =0, agPyay =min. (9.2)
Je to najcastejsi pripad v geodetickych aplikaciich.

2. Uvazujeme len regresné chyby &; argumentu x;. Vyrovnanie vykondme za podmienky

v, = folx, +€,), & =0, ¢'P ¢ =min. 9.3)

3. UvaZujeme regresné chyby &, funkcie y ako aj regresné chyby argumentu x;. RieSime
podmienku

T T .
¢, P, +¢ P& =min. 9.4)

9.1 Linearna regresia

Predpokladajme, Ze dve veli¢iny x ay sme odmerali n krit s ddajmi: xy, x5, ..., X, @ Vi, Y2, «oo)
v, Ulohou je zistit’, ¢i plati vztah medzi veli¢inami vyjadreny rovnicou

y=A+ Bx, 9.5

kde A, B su nezname (teoretické) regresné koeficienty. Ak rovnica (9.5) geometricky predstavuje
priamku, nazyvame ju teoreticka regresna priamka. Vztah medzi x ay mdZe byt ovplyvneny
mnohymi komplikovanymi faktormi, okrem toho udaje (x;, y;, i = 1, 2, .... n) si zataZzené meracskymi
chybami.

Rovnicu (8.5) upravime pre odmerané ddaje

y; +& =A+Bx;, (9.6)
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pricom o zvySkovych regresnych chybach (rezidudch) predpokladdme, Ze vSetky chyby ¢&; (l <i< n)

st navzdjom nezavislé. Aby sme nasli vyrovnané hodnoty regresnych koeficientov A, é, ktoré by
najlepsie vyhovovali vzt'ahu odmeranych tddajov (x; y;) stanovujeme podmienku

(A + Bx; =y, ) =min. 9.7

M:
N M:

Il
—_

Regresnd analyza formulovand vztahom (9.7) A, B nezndmych regresnych koeficientov,

predstavuje aproximéciu s vyrovnanim MNS. Vyrovnané optimalne hodnoty regresnych koeficientov
A, B dostaneme derivéciou rovnice (9.7) a porovndme s nulou

d
A

d 2 n A
{ (A+Bx, - y,) } = 52(A+ Bx, -y, J+x) =0,
dB (i- A=A,B=B

i=1

ﬁM:

2 n R R
S (4+ By, ;) } = 324+ Bx, -y, J+D =0,
a=Ap=p 7!

M=

¢o vedie k linedrnemu systému rovnic pre nezname regresné koeficienty A, B

a a|lA b,
no A , kde (9.8)
a, axn|B 2
ap=n,
ap=dy = ZX,- >
an = ZX,-Z, 9.9
i=1
=2V
i=1
by= 2. X;Y; .
i=1

Rovnicu (9.8) mo6Zeme maticovo zapisat’ aj v tvare
Cx=D. (9.10)

RieSenim rovnice (9.8), resp. (9.10) sinverziou matice C pomocou determinatu, vyrieSime

regresné koeficienty A, B

x=C'D=
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1

2
A, Ay — a4y,

_ ay,b,  —apyb,

(9.11)

—ayb, +a,b,

A

Urcenim regresnych koeficientov A, B vyrovnanim MNS, vypocitame vyrovnané rezidud &, ,

ktoré jednotlivo vyjadruji tesnost’ empirického polygénu od regresnej priamky y = A+ Bx
& =A+Bx; -y, (9.12)

Teoretické rezidud &; maju apriori rozdelenie &; ~ N(O, o). Vyberovi (ndhodnd) hodnotu Vo
vypoéitame z rezidui vyrovnanych MNS z rovnice

1 ~

o 1 S (A + B, —yi)2- (9.13)
n—2i=

6 =
n—2

n

A2
ZSi =
i=1

Variancia 6‘3 je tiez mierou tesnosti vSetkych bodov k vypocitanej regresnej priamke

A A

y=A+ Bx. Empirické stredné chyby vyrovnanych regresnych koeficientov A, B vypocitame
z rovnic:

o= (9.14)
Pre teoretické rezidud &; ~ N(0, &) aplikujeme 1 a ¥ ? rozdelenie
A B
— ~tn-2), — ~Hn-2), (9.15)
A B
52 A+B ’
o n X. — Y.
(n-2)=5=% ATPN TV L2 (). (9.16)
o° =l o

Ak je zndma variancia o, celkové platnost’ linedrnej regresie sa §tatisticky testuje rovnicou
(9.16).

Ak linedarnou regresiou urcené koeficienty A, B boli Statisticky spolahlivo uréené (testom

koeficienta koreldcie r, kap. 9.4) m6zu byt pouZité na predikciu hodnoty y, pre hodnotu x, veliCiny
x zintervalu x, € (Xjmin, Ximax)

5,=A+Bx, . (9.17)

9.2 Nelinearna regresia

Vo vSeobecnosti nelinedrna regresia nie je takd jednoducha ako linedrna regresia. Pri hodnoteni
empirického polygénu vztahov medzi veli¢inami x; ay; casto nachddzame nelinedrnu zavislost.
Niekedy nelinearny regresny model méZeme transformovat’ na linedrny model zavedenim funkénych
vzt'ahov medzi regresnymi koeficientami tak, ako si to uvedieme v prikladoch.
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Priklad 9.1: Predpokladajme, Ze dve série merani x;, y; (i =1, 2, ... n) vyhovuji nasledovnému
nelinedrnemu regresnému modelu

X

yi_Axl.+B ’

(9.18)

kde A, B su regresné koeficienty, ktoré je potrebné urcit. Rovnicu (9.18) v Citateli a menovateli

1
vydelime —, po Uprave dostaneme
X

i

Loasl

Vi X

Zavedieme nové veli¢iny
Y=—, X,=—. 9.19)

Rovnica (9.18) sa zredukuje do linedrneho tvaru

Y,=A+BX (9.20)

A

z ktorého vypocitame regresné koeficienty A a B.

Priklad 9.2: Iny nelinearny regresny model dvoch sérii merani x;, y; (i=1, 2, ... n) je

2
X

y; = Ae B (9.21)

kde AaB su regresné koeficienty, ktoré je potrebné urcit. Rovnicu (9.21) na oboch stranach
linearizujeme prirodzenymi logaritmami a dostaneme

1
(ny, =I(nA - B x}. (9.22)
Po substiticii
X,=x}, Y,=iny,, a=i(nA,  b=—-, (9.23)

1

dostaneme linedrny regresny model dvoch novych regresnych koeficientov a a b:
Y, =a-bX,. (9.24)

Ked vyrovnanim MNS vypoéitame regresné koeficienty a a b, origindlne regresné koeficienty
A a B ur¢ime z rovnic (9.23)

A=e® . —éz\g. (9.25)
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Priklad 3: Z d’alsich typov funkcif, ktoré sa ¢asto pouzivaji v geodetickych aplikacidch su:
- exponencidlna funkcia
y=ae" , (9.26)

linedrny tvar funkcie je

A

lny =fna+bx =Y=A+ Bx, kde Azﬁna; a=e”, 1§=b, (9.27)

- logaritmicka funkcia

y=a+binx, (9.28)
linedrny tvar funkcie je

Y=A+BX kde X=/nx a x=e”*, (9.29)

-mocninova funkcia

y=ax", (9.30)
linedrny tvar funkcie je

Iny=/Ina+blnx = Y=A+BX, a=¢", b=8B. (9.31)

Priklad 4: Takmer univerzdlnym typom regresnej funkcie na vyrovnanie v danom intervale je
mocninovy rad

y=Ag + A x+Axt + Ax + L+ A X" (9.32)

Ak urcujeme dva parametre (Ao, A;) je to priamka, tri parametre (Ao, A;, A) je kvadraticka
parabola, Styri parametre kubickd parabola.

A

Optimdlny odhad regresnych koeficientov 1210 a B,.

;. @ =1, 2, .. n) docielime

pomocou vyrovnania MNS, &o vyzaduje nadbytoény podet regresnych vztahov medzi velid¢inami x
ay ako je pocet regresnych koeficientov.

Jednotkovi strednd chybu vypocitame zo vztahu

my = , (9.33)

kde k je pocet regresnych koeficientov.
Vypoctom regresnych koeficientov vytvorime interpolacnu funkciu y = f(x).

Spol’ahlivost” interpoldcie odhadneme vyuZitim jednotkovej strednej chyby my. Vytvorime pdsmo
spol'ahlivosti interpolécie pri hladine vyznamnosti & s kritickou hranicou ¢, m, od regresnej funkcie,
ked’ ¢, uréime zo Studentovho rozdelenia pre n” nadbytocnych regresnych vztahov.
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P4smo interpoldcie je v intervale < X, Xq >. Extrapoldcia nie je spolahliva.

Ci pouZijeme linedrny alebo nelinedrny regresny model zélezi iba od charakteru vztahu medzi
veli¢inami. Predbezné  rozhodnutie  je =~ moZné urobit  pri  vykresleni  bodov
Pdx;, y) pre i=1,2, .., n vrovinnom siradnicovom systéme suradnic a vizudlnom porovnani
regresného polygénu niekolkymi zndmymi funkciami (priamka, parabola, mocnonovy rad,
trigonometrickd funkcia apod.). Najvhodnejsi tvar regresnej funkcie vyplynie po vyhodnoteni
korela¢ného koeficienta r.

9.3 Priestorova regresna analyza

Pri r6znych technickych ulohdch sa vyuZiva priestorovd regresnd analyza. Prikladmi su:
minimalizdcia presunu zeminy, uréenie regresnej roviny na odvodenie naklonu vysokych stavebnych
objektov, urCenie priestorovej polohy diskontinuit, vypocet vySok na digitdlnom modeli reliéfu a iné.

Tvary priestorovych regresnych funkcif sd napr.:

- rovina: z=day tax+ta,y, (9.34)
- plocha druhého stupna priamkovéa ( hyperbolicky paraboloid):

Z=agtayx+a,x+azy, (9.35)
- plocha tretieho stupiia v tvare polyndnu:

Z=ay, +a1x+a2y+a3xy+a4x2 +c15y2 +a6x2y+a7xy2 +¢18x3 +a9y3. (9.36)

Obr. 9.2 . Priestorova poloha roviny (diskontinuity)
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Prikladom vyuZitia priestorovej regresie v geotechnike je urcenie priestorovej polohy diskontinuit
(puklinovych ploch) z vysledkov fotogrametrického vyhodnotenia diskontinuity s poctom
charakteristickych bodov n > 3. Cielom rieSenia je urCit' vyrovndvaciu rovinu v smere niektorej
z priestorovych osi XYZ a zregresnych koeficientov roviny vypocitat’ sklon normily @ a smernik

—_—

priemetu o radius vektora Ny (obr. 9.2).

Vseobecny tvar roviny, ktory vyjadrujd rezidud v smere osi Y je

E,=a,x, +b.z,+c,—y, (9.37)
v maticovom zdpise

&) =AwaYen T an (9.38)
kde je

A — matica stradnic charakteristickych bodov diskontinuity s ¢lenmi v stipcoch Xy Zis 1,

y — stipcovy vektor koeficientov a,, by, c,,

l - StipCOV)’/ vektor s Clenmi -y, (i=1,2, ..., n).

. T ) oeg'e
Podmienka € €&, bude splnend, ak T =0.
s y
Stipcovy vektor y uréime z rovnice
=—(A7 A ) AT
Yy = A ms) @) Ly - (9.39)

PR . . T v .
Stcet Stvorcov rezidui € & vypocitame z rovnice:

T

T
afsy =L Aw)Y 1) T Lo - (9.40)

Presnost’ aproximacie diskontinuity vyrovndvacou regresnou rovinou charakterizuje jednotkova
strednd chyba

my, = ) (9.41)

Podobne sa urcia regresné koeficienty regresnych rovin, ktoré aproximujui diskontinuitu v smere
osi X aZ Sklon @ asmernik priemetu radius vektora o vypocitame z tych koeficientov regresne;j
roviny, u ktorej jednotkovd strednd chyba my; (j =y, x, z) mala minimédlnu hodnotu.

—_—

Napr. podla obr. 9.2 smernik o priemetu rddius vektora n, —vypocitame z koeficientov

regresnej roviny upravenej do usekového tvaru
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B S Y (9.42)
& _S S
a, b,
: y
zrovnice 0 =90°—-@=arctg . (9.43)
c
-
ay
Sklon @ réadius vektora a diskontinuity vypocitame z rovnice
b,
@ =180° — w, =180° — arccos - (9.44)

Alaf; +1+by2 '

Znamienko odmocniny v menovateli je vidy opa¢né ako uregresného koeficienta ¢,
vyrovnévacej roviny.

Pri aproxim4cii diskontinuity (roviny) v smere osi X a Z vypocitame uhol ¢ a @, rovnic:

- v smere 0si X

cx
@ = arctg E: @. = arccos b, (9.45)
c, ) J+a +b; ’ '
- v smere 0si Z,
_Ce
b, -1
@ = arctg , @, = arccos (9.46)

c 2 42 '
z ya: +b; +1

Uvedeny postup vypoctu sklonu regresnej roviny a smernika radius vektora mézeme aplikovat’ aj
na urcenie ndklonov vysokych stavebnych objektov z vysledkov nivelaénych merani. Vtedy pouZijeme
namiesto suradnice v smere osi Z rozdiely vySok pozorovanych bodov medzi dvoma etapovymi
meraniami.

9.4 Aproximacia bodového radu funkciou trigonometrickej rady (harmonicka analyza)
V prirode a technickych zariadeniach prebiehaju niektoré javy tak, Ze s urcitym argumentom
vplyvu ako je napr. cas, teplota, uhol, vlnova dlzka, atd’. plynulo narastd velkost meraného

argumentu. Po dosiahnut{ maxima bodovy rad klesd na minimum a opét’ sa vracia k pé6vodnej hodnote.
Po prvej periéde P sa priebeh javu opakuje v nasledujicich periédach

y=f(x)=flx+P)=f(x+2P)=.. (9.47)

Preto staci vySetrit’ priebeh javu v jednej peridde. Jej rozsah v, — vy = P upravime substiticiou
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p 2T (9.48)

Napr. na rozsah 2z u ro¢ného priebehu strednej hodnoty teploty bude doba jedného mesiaca rovna
30° periody.

Jednoduchy jav, ktory plynie z jednej priCiny (napr. chybu z excentricity alidddy), je moZné
vyjadrit’ krivkou sinusoidy (obr. 9.3)

L =x+ysin(4, —z) (9.49)
Méme odmeranych n hodn6t ¢; pri n hodnotich spojitej premennej argumentu A;. x, y a zsu
hladané tri konStanty vyrovnavacej funkcie, kde x je poradnica sinusoidy, y je amplitida, z je posun

pociatku sinusoidy oproti pociatku argumentu A;.

Ak pocet odmeranych hodnét ¢; i >3 aplikujeme vyrovnanie bodového radu s vyrovnanim MNS.
Zostavime rovnicu oprav

L =0 +v,=x+y(sin A, —z2) (9.50)

Li

L
l

=]
s

Obr. 9.3 Vyrovnanie bodového radu sinusoidou
Funkcia (9.50) je prili§ zloZitd na to, aby sme pomocou troch vhodne rozloZenych bodov na
bodovom rade, urcili priblizné hodnoty konstant. Vhodné je postupovat’ tak, Ze si graficky zndzornime

priebeh bodového radu. Hodnoty xy, yy a zo od¢itame z grafu. Metddou vyrovnania sprostredkujicich
merani uréime opravy dx, dy a dz,

x=x,+dx, y=y,+dy, z=z,+dz. (9.51)

Funkciu (9.50) rozvinieme do Taylorovho radu s ¢lenmi rozvoja

oL. oL,
€0=x0+y08in(Aj_Z0), aixl:l, a_yl:ai:Sin(Ai_Zo)’
L, ,
5, bi=vecos(A =z, ) =t —1, 9.52)
Z

Pretvorené rovnice oprav budd mat’ tvar

v, =dx+sin(A;—z, )dy — y, cos(A; =z, )dz+ 0, —1;, (9.53)
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v, =dx+a,dy+b,dz—1’,. (9.54)

Opravy dx, dy adz k pribliZznym hodnotdm xy, yo a zop uréime zndmym postupom vyrovnania
MNS.

Vypocitanymi hodnotami (9.51) spresnime od¢itané hodnoty z grafu a zopakujeme vyrovnanie.
VyZzadovanu presnost’ urCenia konStant moézeme limitovat’ porovnanim dvoch po sebe vykonanych

vypoctov. Spravidla ndm staci jedno opakované vyrovnanie.

Jednotkovu strednd chybu m, a nezndmych kon$tdnt x, y az vypocitame z rovnic

=
Il
<
<
=
1l
S
5]
3
Il

myQ,, , m_ =m0, . (9.55)

9.5 Analyza korelacie

Majme rad merani dvojic premennych x;, y;. Vysledky merani mézu ukédzat’, Ze jednej hodnote
veli¢iny x; bude zodpovedat’ viac hodndt y; (G = 1, 2, ..., n) anaopak jednej hodnote y; bude
odpovedat’ viac hodnot x; (k =1, 2, ..., m). S meniacou hodnotou sa meni strednd hodnota druhe;j
premennej. Takito zdvislost medzi dvoma premennymi oznacujeme pojmom Kkorela¢na zavislost’
a taky nefunkény vzt'ah ma ndzov stochasticky (ndhodny) alebo Statisticky vztah dvoch veli¢in. Ak
vynesieme graficky odmerané hodnoty x;, y; nedostaneme bodovy rad, ale plosny ttvar — korela¢né
pole.

Pri¢inou vzniku korelacného pola je existencia pdsobenia ndhodnych faktorov na premennid y
ana argument x. Ulohou korelatného poétu je urdit vzdjomny vztah medzi premennou y
a argumentom x, ktory vyjadrujeme koeficientom Kkorelacie.

V korelaénom poli dostaneme dve vyrovndvacie priamky podl’a definicie vyrovnania MNS
T . T .
(8 Pa)y =min. a (8 Ps)x =min. (9.56)
Funk¢né rovnice a rovnice rezidui budu pre prvi funkciu (9.56).
y,t€,=A +Bx
€, =A, +Bx; —y, (9.57)
£, =0.

Normalne rovnice s pouzitim vahovych koeficientov p maju tvar (rovnice 9.8 2 9.9)
> pfly + préy ->py=0, (9.58)
2 PXA, + 2. pxxB, = pxy=0 .

Zrovnic vypocitame regresné koeficienty Ay, B, (napr. eliminacnou metédou, pomocou

y
determinantu (9.11), alebo maticovym rieSenim) a stredné chyby vyrovnanych regresnych
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