8. TESTOVANIE HYPOTEZ
8.1 Zakladné pojmy

Casto sa vyskytuje tloha overit, & nihodny vyber (Tubovolny prvok, vyberova charakteristika,
vyberova funkcia alebo cely vyber) patri do zdkladného stiboru so zndmym parametrom. Podobne
moZzeme ziskat' charakteristiky alebo vyberové funkcie z niekol’kych vyberov a chceme overit, ¢i sa
tieto vyberové charakteristiky alebo funkcie navzdjom vyznamne liSia. Tieto dlohy rieSime pomocou
tzv. testov vyznamnosti Statistickych hypotéz. Pri rieSeni problémov testovania Statistickych hypotéz
je potrebné rozlisit”:

a) jednoduché hypotézy, ktoré vymedzujui rozdelenie vySetrovanej veli¢iny jednoznacne tym, Ze
Specifikuju vSetky parametre,

b) zloZené hypotézy, pre ktoré nie je niektory parameter Specifikovany jednoznacne a je
najcastejSie vymedzeny intervalom.

Pri testovani Statistickych hypotéz stoji proti sebe vzdy testovand nulovd hypotéza H,
a alternativna hypotéza, ktord oznacujeme H,. Nulova hypotéza H, je predpoklad existencie
zakladného stboru s istym parametrom . ZiavaZna je v tejto stvislosti formuldcia alternativnej
hypotézy H,, tj. hypotézy, ktori prijmeme, ked’ neplati nulova hypotéza. Tato formuldcia bude
rozhodujica pre pouZitie tzv. jednostrannej alebo dvojstrannej alternativnej hypotézy.

Testovanie Statistickych hypotéz je jednoduchy rozhodovaci postup, ktory na zdklade ndhodného
vyberu z daného zdkladného suboru vedie bud’ k zamietnutiu testovanej nulovej hypotézy H, alebo
k nezamietnutiu testovanej nulovej hypotézy H,.

Testy hypotéz v Statistickej analyze su urcené na odvodenie teoretického rozdelenia na zdklade
vzorku dét (vysledkov merania). Testy hypotéz porovndvaju Statistické veli¢iny vypocitané zo vzorky
dat s kritickymi hodnotami vybraného rozdelenia na ur¢itej irovni hladiny vyznamnosti ¢, s cielom
rozhodnit, ¢i vzorka dat patri do vybraného rozdelenia. KlI'icom testov hypotéz je skonStruovat’ zo
vzorky dat ndhodného vyberu (merani) vyberovi funkciu a tito porovnat so Statistickou funkciou
vybraného rozdelenia v ramci testu nulovej hypotézy.

Ked'Ze kazda hodnota ndhodného vyberu je ndhodna veli¢ina, bude i vyberova funkcia ndhodnou
veli¢inou.

Dalej si uvedené bez odvodenia niektoré vyberové funkcie, ktoré sa pouZivaji v oblasti
geodetickych aplikécii. Rozdelenie vyberovych funkcii je konsStruované s predpokladom, Ze ndhodny

vyber je vzorkou zdkladného stiboru s normdlnym rozdelenim, ktory je charakterizovany strednou
hodnotou a varianciou

xe N(u=E(x),0?). 8.1)
V d’alSom texte oznacenie Statistickych veli¢in ma vyznam:

M= E(x) = X - (teoretickd) strednd hodnota (skutoCnd, pravdepodobnd hodnota meranej
veli¢iny; n — o0),

X - vyberovy priemer (priemernd hodnota, priemer vzorky merani; i = 1, 2, n),

2 __2 . . . . , , ,
O~ =m" - variancia (variancia zdkladného stiboru),
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6*=m’- vyberova variancia,
o=m  -smerodajnd odchylky, zdkladna stredna chyba,
6=m

- empiricka strednd chyby (vyberova strednd chyba, smerodajna odchylka).

Vybrané vyberové funkcie:

1. Vyberovy priemer

(8.2)

(8.3)

kde x; su dielcie priemerné hodnoty vzorky merani

Vyberovy priemer X sa pocita z hodnot

X;, s normédlnym rozdelenim, md normdlne rozdelenie
s rovnakou strednou hodnotou a mensiu varianciu. Strednd hodnotu vyberového priemeru uréime

1 1
E()= 2 (x)= nE(x)=E(x)=u (84)
i=1
a varianciu vyberového priemeru
V(E)=—5EV(r)= 5 av(x)="o?
xX)=—2V xl.)— 2nV()c)— o°. (8.5)
no =l n n
2. Vyberova funkcia
. (8.6)
o

je normovanou hodnotou x a md normalne rozdelenie so strednou hodnotou a varianciou N(0,1).

3. Vyberova funkcia

X- .
K In, kde m=6=
o

(8.7)

ma Studentovo ¢ rozdelenie s #(n")

a n” stupilami volnosti (nadbytocnych merani), t.j.
n"=n-1,obecne n"=n-k.

4. Vyberov4 funkcia
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a n=n-k, (8.8)

je pocet stupiiov volnosti, méa x> — rozdelenie (chi kvadrat) s n” stupiom volnosti x*(n’).

)
(o} A N

5. Vyberova funkcia: A—12, kde O, a O, su vyberové stredné chyby dvoch vyberov zo
0,

zakladného stboru s rovnakou varianciou

(8.9)

— — L L, . . ’ ’ .. 1, .
kde x, a x, si vyberové priemery a n,, n, zodpovedajice stupne volnosti

F- rozdelenia (Fisherového rozdelenie) F (nl' , N, ) .

8.2 Test pravdepodobnosti pri znamej variancii zakladného stiboru

Predpokladajme, Ze x;, x;, ..., x, su nezdvislé merania zo zdkladného siboru s normdlnym
rozdelenim N (E (x) =u, o’=m’ ), kde u  je teoretickd strednd hodnota (skutocna,
pravdepodobnd hodnota) meranej veli¢iny. Zndma je zdkladna (Standardnd) stredna chyba o. Ak x;
patri do siboru s normalnym rozdelenim N (,u, o’ ), pre 1 <i<nplati

2 -
o . X- £ £ . _
Xx=N ( MU, 6'7(2 =— J a funkcia H An (=—+= Of ) ma normadlne rozdelenie so strednou
mf

n (o)

In

hodnotou a varianciou N (0,1).

Pre hladinu vyznamnosti & (riziko chybného rozhodnutia) dostaneme

{

kde x, je kritickd hodnota Standardného (zakladného) normélneho rozdelenia pre hladinu
vyznamnosti & a c¢; je

)_C—,u\/;

(o}

Sxa}:l—a alebo P{x—4<c}=1-a, (8.10)

c (8.11)

o
lzxaﬁ'

Pri testovani vyberovej strednej hodnoty merania X, ¢i je Statisticky rovna teoreticky strednej
hodnote E (x) =, hodnotime dve mozné hypotézy:

nulova hypotéza xX=u,

alternativna hypotéza H, Xx# M.
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Po zvoleni hladiny vyznamnosti ¢ ndjdeme kriticki hodnotu x, ztabulky Studentovho
rozdelenia pre n” = o a vypocitame c¢;. Ak |)_c - ,u| < ¢, prijmeme nulovi hypotézu H, na hladinu

vyznamnosti ¢. V opa¢nom pripade odmietneme H,.

Pozndmka: Od hodnoty n” > 25 kritické hodnoty normélneho rozdelenia a Studentovho rozdelenia
su prakticky rovnaké.

Priklad 8.1: Nahodny vyber md rozsah n = 25 prvkov. Posidime, ¢i ndhodny vyber so strednou
hodnotou *,267 zodpovedd vyberu zo zdkladného stiboru u = *,269. Zikladnd stredna chyba
m = 0= 0,003. Zvolime hladiny vyznamnosti & = 0,05 a 0,01. V tabul’ke Studentovho rozdelenia na
strane 25 pre n” = co ndjdeme kritické hodnoty x,

a=005 x,=196 (=20),
a=001  x,=258 (=25).

Vypotitame ¢, = wj; pre a=005 ¢ =196 (%3 =0,001,,
0,003

a=001 ¢ =258 =0,001,.

\25

Z porovnania vztahov (8.10) ‘X —,u\ ¢ = ‘— 0,002‘ > 0,001, pre a =0,05,

|-0,002| >0,0015 pre a =0,01,

zamietame nulovd hypotézu H, atvrdime, Ze ndhodny vyber nepatri do zdkladného stboru
s teoretickou strednou hodnotou E(x) = g = *,269.

8.3 Test pravdepodobnosti pri neznamej variancii zakladného siboru

Predpokladajme, Ze mdme rovnakd ulohu ako v predchddzajicom teste. Vyhodnocujeme, ci
vyberovd  strednd hodnota merani je rovna teoretickej strednej hodnote u# za predpokladu, Ze
zédkladna strednd chyba m =0 je nezndma. Pre tento ucel Statistického hodnotenia pouZijeme
Studentovo #- rozdelenie vyjadrené rovnicou

)_C—,U\/;

o = fn=tn-1), (8.12)
\/(n—l)Az 1 6

2

o (n—l)

=l

’

=

kde strednid hodnotu X a empiricki strednii chypu ~ G'=m  vypoéitame z rovnic

F=1%x , 6= lli(xi—)_cy. (8.13)

Pri zvolenej hladine vyznamnosti ¢ dostaneme

P{)_C_A'u\/;Sta(n—l):l—a} alebo  P{x—pl<c,}=1-a, (8.14)
(o}
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kde t,(n-1) je kritickd hodnota ¢ rozdelenia s n— 1 stupfiami vol'nosti s hladinou vyznamnosti ¢
cy je

ey =1, (n—1)-2 (8.15)

Nl

Pre zvolend hladinu vyznamnosti ndjdeme kritickd hodnotu ¢, . Ak |)_c - /1| < ¢, prijimame

nulovid hypotézu H,. V opacnom pripade plati alternativna hypotéza H,.

Priklad 8.2. Vzdialenost' s bola merani 10 krat s vysledkami v mm

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

S 1322 | 1324 | 1318 | 1319 | 1318 | 1323 | 1325 | 1328 | 1326 | 1317

Predpokladdme, Ze vSetky merania sa riadia normdlnym rozdelenim. Testom zistujeme, ci
vyrovnand vzdialenost’ je Statisticky rovnd hodnote 1323 mm na hladine vyznamnosti « = 0,05
(=5 %), (tj. s 95 % spolahlivostou). Nulova hypotéza a alternativna hypotéza su:

Hy:x=p=1323 mm; alternativna hypotéza H,:X # ¢ =1323 mm.

Priemernd hodnota a empirickd strednd chyba sui (n = 10)

-\2
F=1%x =132 mm 6= U =) 1467 =3830 mm

Z tabulky 3.1 Studentovho rozdelenia str. 25 ndjdeme ¢, (n-1) = fpe 5 4 @1 = 99 = 2,262,

9 92622830 074 ¥ 4=1322-1323=-1 mm.
Jn

J10

Ked’ie|)_c - /1| < ¢, prijimame zdver, Ze vyrovnand hodnota odmeranej vzdialenosti je Statisticky

c, =t,(n-1)

rovnd hodnote 1323 mm, pri 5 % riziku chybného rozhodnutia.

8.4 Testovanie hypotézy o rovnosti variancii dvoch normalne rozdelenych zakladnych
siborov

_ P , A2 A2 .
Testujeme hypotézu, Ze dve vyberové variancie O, a O, zdvoch vyberov orozsahu n; a n,

odpovedaju vyberom z dvoch zdkladnych stiborov, pre ktoré plati rovnost’ variancif, teda O 12 =0 22 .

Testovacim kritériom bude veli¢ina

F = , (8.16)

(3]
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kde 6, a b, st vztahy (8.9), ktoré maju F-rozdelenie (Fisherové rozdelenie) s nl' =n,—1 a

n; =n, —1 stupiiami volnosti. Vo vztahu (8.16) volime vzdy o 12 > 0 22 . Z tabuliek F-rozdelenia

ndjdeme pre zvolend hladinu vyznamnosti « kriticki hodnotu F, na pravej strane rozdelenia
(obojstranny test). Nulovd hypotézu budeme zamietat’, ak F > F, .

Priklad 8.3. Vzdialenost s bola odmerand dvoma elektronickymi teodolitmi (ET)
s nasledovnymi odmeranymi hodnotami a strednymi chybami.

LLET n =41, 6,=42mm,

2.ET n,=61, 6, =3,0 mm.

Testujeme, ¢i obidva teodolity maji rovnaki presnost’ pri hladine vyznamnosti &= 5%.
Hypotézy si: H, : 0, =0, ;alternativna hypotéza H,:07] # 0;.

Pre F, ztab. VIIb rozdelenia F ndjdeme

=1,64

a=5%(n;~1, n,~2)

AD 2
F= 612 =(4’2j =196 > 1,64.
62 (30

Na zdklade testu zamietneme nulovd hypotézu o rovnosti variancii oboch siborov merani pri 5 %
riziku chybného rozhodnutia. Inymi slovami obidva pristroje Statisticky nemaju rovnakd presnost’.

8.5 Testovanie hypotézy orovnosti strednych hodnét dvoch normalne rozdelenych
zakladnych siborov

Testujeme hypotézu, Ze dva vybery s vyberovymi priemermi X, a X, a vyberovymi strednymi

chybami &, a &, si vybery zdvoch zdkladnych sdborov, pre ktoré plati rovnost’ ich strednych
hodnét E(x); = E(x),. Testovacie kritérium volime podla toho, ¢i variancie zdkladnych stiborov su
alebo nie sd rovnaké. Musime najskor urobit’ test rozdielu medzi dvoma vyberovymi varianciami
podla kap. 8.4, ktory urci, Ze:

a) obe variancie sa vyznamne neliSia, potom pouZijeme testovacie kritérium

X — X nn
t= i % 2,/nl+nz—2 —12 (8.17)

\/(n1 ~1)67 +(n, —1)65 n +n,

alebo jednoduchsi tvar

X~ X,

tzu , (8.18)
6. 63
n n,

kde rma Studentovo rozdelenie s (n; + ny —2) stupnami vol'nosti.
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Z tabuliek Studentovho rozdelenia nidjdeme pre zvolenud hladinu vyznamnosti « hodnotu t,.
Nulovid hypotézu budeme zamietat’ pri ¢ > ¢,

b) obe variancie sa vyznamne liSia, potom pouZijeme testovacie kritérium (8.18) ajeho
vypocitand hodnotu porovndme s hodnotou

A2 A2

O

! 2
[n{’a —+ fn;ﬂ

* n, - n,

f=——>t—— "2 (8.19)

O, 0O,
n,.n,

kde ¢, ~a t, sikritické hodnoty z tabuliek Studentovho rozdelenia a t, jeich zvdzeny priemer

pre hladinu vyznamnosti @a stupne volnosti n, =n, —1, n, =n, —1. (8.20)

Priklad 8.4. Postdime vyznamnost’ rozdielu medzi dvoma vyberovymi priemermi na hladine
vyznamnosti @ = 0,05. Prvy vyber orozsahu n, = 16 md priemer X = 225 a strednd chybu

0, =m; = 31; druhy vyber orozsahu n, = 11 mé priemer )_Cz = 190 a empirickud stredni chybu

02 =np = 21.
Nulové hypotéza bude H : E ()c)1 =F (x)2 , alternativna hypotéza H, : E ()c)1 #zE (x)2 .

Najprv posidime vyznamnost' rozdielov medzi dvoma vyberovymi variancidmi testom F —
rozdelenia pri hladine vyznamnosti & = 5%. Pre I/ll, =15a n; =10 je Fp-59=2,84.

Hodnota testovacieho kritéria bude

2
F:(filj =218 .
21

Pretoze F < Fgp 5 4 = 2,18 < 2,84 nemdZeme zamietnut' nulovi hypotézu. Nezamietneme

predpoklad rovnosti variancii oboch zdkladnych siborov O’ 12 =0 22 .

Ked'Ze rozdiel medzi obidvoma vyberovymi varianciami pokladdme za Statisticky nevyznamny,
bude hodnota testovacieho kritéria vykonané podl'a vztahu (8.17)

225-190
__ | Jex11—2, | 1011 505
15312 +10.212 16+11

Z tabuliek Studentovho rozdelenia ndjdeme pre (n; + n, — 2) = 25 stupiiov a hladinu vyznamnosti
a = 0,05 kritickd hodnotu ¢ g5 = 2,06. Z porovnania vychddza ¢ > ¢, , ¢iselne 3,25 > 2,06, teda

zamietame nulovd hypotézu a tvrdime, Ze hodnotené vybery nie su zo zdkladnych stiborov s rovnakou
strednou hodnotou.

Priklad 8.5. Postidime vyznamnost’ rozdielu medzi dvoma vyberovymi priemermi na hladine

vyznamnosti « = 0,05. Prvy vyber o rozsahu »; = 16 ma priemer )_Cl = 215 a vyberovu strednu

chybu &, =41; druhy vyber o rozsahu n, = 11 ma priemer )_62 =190 a stredntd chybu 6, = 21.
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Najprv posidime obidve vyberové variancie. Testovacim kritériom F rozdelenia

A2
o :1681:3’81
67 441

a vypocitani hodnotu porovname s kritickou hodnotou z tabuliek F — rozdelenia pre o = 0,05 a
nl' = 15, n; =10, Fy-594 = 2,84. Pretoze F > F pokladime rozdiel variancii za Statisticky
vyznamny a pri testovani rozdielu medzi priemermi postupujeme podl'a kap. 8.5b. Formulécia hypotéz
bude rovnaka ako v priklade 8.3. Vypocitame hodnoty:

testovacieho kritéria (8.18) a kritické hodnoty (8.19)
215-190 25 21350 5422350
r= = 2,07 , =16 H _s16,

1681 441 1205 “T 1681 441
16 11 16 11

kde sme dosadili kritickej hodnoty Studentovho rozdelenia #,_5¢ (nl' =15 =213aty-5%¢ n; 10 =
2,23.

Pretoze t < t; = 2,07 < 2,16 nemdzeme hypotézu o rovnosti strednych hodndt zamietnut’.

8.6 Rozdelenie

Ak xy, x5, ..., x, st nezdvislé ndhodné premenné, ktoré maji normédlne rozdelenie s parametrami
N(0,1), potom nasledujtci sicet

=X +5+.+x (8.21)

ma % (chi kvadrant) rozdelenie s n stuptiami volnosti.

Nech ndhodné premenné x; (x;= 1, 2,..., n) maji normdlne rozdelenie s parametrami x;
2 £t 14 P < . < . .
~N (E(x),O' ) Potom 7 nezdvislé premennych snormédlnym rozdelenim ma rovnaku strednud

hodnotu X a varianciu 62 . Ak n —> e X — M =X strednd hodnota sa rovnd skutocnej hodnote

meranej veliiny. Nech X a & 2 =m? (empirickd vyberova variancia) su vzorky strednej hodnoty
a variancie vypocitané podl'a vzt'ahov

1

— L R 1 =n
X=—%x, m*=6%= > (x; — %) (8.22)
ni-l n—1i=
Strednd hodnota vzoriek X ma normdlne rozdelenie s parametrami
02
X ~ N(E(x),] . (8.23)
n

Rozdelenie 7 sa konstruuje $tatisticky zo vzt'ahu
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A2
2 _O = 2 2EE YWy
=—F= , n—1)= = . 8.24
= ;(()Cyz - (8.24)
Potom plati
A2
o7 ln—-1
(n-1)g* ~ # : (8.25)
o

kde (n-1) je pocet stupniov volnosti (nadbytocnych merani).

8.7 Analyza variancii

Statisticky experiment - akym je aj geodetické meranie, moZe byt ovplyvneny roznymi faktormi.
St to: meraci pristroj, meraC, atmosferické podmienky, prostredie merania atd. Podla vplyvu
jednotlivych faktorov merania méZeme sériu merani rozdelit’ do skupin (napr. zmena meraca, meranie
inym pristrojom, meranie za inych atmosferickych podmienok, ind etapa merania atd’.). Analyzou
varianci{ sa pokdsame vydedukovat, ¢i rozdiely (napr. zmena meraca, meranie inym pristrojom,
meranie za inych atmosferickych podmienok, ind etapa merania atd’.). Analyzou variancii sa
pokudsame vydedukovat’, ¢i rozdiely v skupindch merani su Statisticky vyznamné, t.j. ¢i skupiny meran{
patria do spolocného zakladného siiboru merani. Je to mozné vykonat’ internou analyzou variancii
kazdej skupiny merani a externou analyzou variancii medzi jednotlivymi skupinami merani. Dalej je
uvedend analyza variancii s i¢inkom vplyvu len jedného faktora.

Predpokladajme, Ze v kazdom vysledku merani F; (l <i< m) sa prejavil vplyv faktora na skupinu

n; merani /;; (i <j< nl-) a vSetky merania v kaZzdej skupine maju normalne rozdelenie s parametrami

N(u=E().6?).

Skupina  Meranie Rozdelenie

F, biliz ol N, ),

F> by by o by N, 0,

(8.26)
F, li bz o i N, &),

Fm Eml €m2 gm,nm N(,ulm 02)

Ulohou je testovat’ hypotézu teoretickych strednych hodnot g :

H,: u=u=.=4u,. (8.27)

. . P . - s RV .
Najskor preskimame stcet Stvorcov jednotlivych variancii S; vSetkych merani s ohl'adom na

odpovedajiicu hodnotu pravdepodobnej hodnoty vysledku merani k&, , i, ,..., i,,

" 2
Sty by setty )= 3 3 (0 — p1;) =min, (8.28)

i=1 j=I

Derivujeme funkciu (8.27) a uréime vyrovnani hodnotu (aritmeticky priemer)
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