10. KOLOKACIA

Kolokécia je postup matematického spracovania merani kombinovany s jednotlivymi postupmi,
ktoré su: filtracia, vyrovnanie a predikcia. Kolokaciu moéZeme aplikovat’ pri vyhodnocovani réznych
geodetickych merani ako napr. pri regresnej analyze, druZicovych meraniach, transformacie siradnic
a pod. Je to v pripadoch, ked’ merané idaje okrem chyb z merania obsahuju aj analytickou funkciou
popisatelni Cast’ pravidelnych systematickych chyb a Cast’ navzdjom nezdvislych nepravidelnych
systematickych chyb (ndhodného charakteru). Prejav prvej Casti systematickych chyb oznacujeme
trend druhd ¢ast’ oznacujeme signal (obr. 10.1).
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Obr. 10.1. Geometricka interpretdcia kolokdcie

Pri kolokdcii si kladieme za tlohu vyrovnat’ idaje na odmeranych bodoch a tiez urcit’ udaje na
nemeranych a mimoleZiacich bodoch, tzv. interpolacnych bodoch. Pri tom je dolezité vylucit
(filtrovat’) odmerané udaje, ktoré nepatria do zdkladného stboru merani. Z ostavajiicej vzorky
odmeranych udajov vypocitame konStanty funkcie trendu vyrovnanim a napokon na zaklade funkcie
trendu a korelacného vztahu medzi nepravidelnymi systematickymi chybami interpolaciou uréime
vektor hodnot kolokacnej funkcie. Tento ukon oznacujeme predikcia.
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Obr. 10.2. Porovnanie kolokdcie a MNS

Na obr. 10.2 je porovnanie vyrovnania metédou kolokdcie a MNS.
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Méme danych »n  odmeranych opornych hodndt /¢;, /4, .. , ¢, vopornych bodoch
uy, U, ..., u, . Odmerané hodnoty obsahuji Cast’ pravidelnych systematickych chyb (trend) a Cast’
nepravidelnych systematickych chyb (signél). V maticovom zdpise trend spolu s mera¢skymi chybami
oznaéime Fx+v asigndl s.  Vektor merani na opornych bodoch oznaéime

T z . P . ..
Lin =|¢,, 05, ..., 0,|. Pretvorené podmienkové rovnice maju tvar

v=Fx+s— /. (10.1)

Ked za trend zvolime polyndm (k-1) stupnia meranej veli¢iny u; (i = 1,n): Ay + Aju; +

Ayu l2 +..+A_u l(k_l) , bude matica koeficientov nezndmych
1w, ul.. ul(k_l)
1w, u?... ul
F(n’k) =|. 2 2 2 , (10.2)
1w u?... ut

transformovany vektor nezndmych

Xio =4 A A Al (10.3)
vektor oprav v
V(len) = ‘vl Vo ooVl (10.4)
vektor signdlu s
St =|8 8, s, (10.5)
vstupna vdhova matica P =Q™,
o, 0 0
: 2
o, ... 0
Pa=. 0 (10.6)
0 O o,
Dalej oznaéime vektor hodnét koloka¢nej funkcie
y=L+v=Fx+s (10.7)
Predikované hodnoty na inych ako opornych bodoch uré¢ime z funkcie
y'= F’x +s" | (10.8)
kde vektor hodndt vyrovnavacej kolokacnej funkcie je
T
YO =190 Y9 e Yl s (10.9)
v m predikovanych opornych bodoch s hodnotami
ul ud ...ulb (10.10)

s maticou koeficientov u# neznamych F?
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1 w) wy”... u
o= o (10.11)
(k) =
e
a signdly
T
S =5/ sf .. sl (10.12)

Uplny vektor oprdav bude obsahovat’ opravy asigndly na opornych bodoch a predikovanych
bodoch

v'T =\vT sT s"T\. (10.13)

K vektoru v zavedieme maticu B, ktord vyjadri poziadavky na vyrovnanie jednotlivych zloZiek
(oprdv, signdlov)

B'=|-E E 0

, (10.14)

kde E je jednotkovd matica, a 0 je matica so samymi nulami. Do matice B" sme zaviedli zdporni
jednotkovi maticu za G¢elom dpravy zdporného znamienka vektora oprdv v* v rovnici (10.16).

-1 0 ... 01 0.0 0 0...0
0O -1 ... 00 1.0 0 0...0

B= (10.15)
O 0 .. 10 0..1 0 0...0
Rovnicu (10.1) vyrovndme postupom vyrovnania s parametrami v tvare
B'v: —¢+Fx=0. (10.16)
Rovnica (10.16) je vedlajSou podmienkou pri h'adani minima funkcie
vTPv' =v7TQ'v" = min. (10.17)
V hlavnej podmienke (10.17) ma matica Q cleny
o, 0 0
Q(3,3) =10 Qs stp : (1018)
O QSPS QSF
Cleny matice (10.18) sa uréuju separdtne, ¢o je uvedené neskor.
Funkciu minima (10.17) uréime Langrangeovym postupom s vyuZitim korelat
k" =k k, ... k. (10.19)
Q=v"Q'v' - 2k" (B"V' - £+ Fx) = min. (10.20)
Rovnicu (10.20) parcidlne derivujeme podl'a premennych v* a x
aQ — * — *
- =2Q'v' -2k"B"=Q7'v' -Bk=0 (10.21)
v

78



oQ
—~=-2k"F=F'k=0. (10.22)
ox
Z rovnice (10.21) vypo&itame vektor v
v Q, 0 0| |-E -Q,
vi=ls |=QBk=/0 Q, Q,| Ek=/Q, k. (10.23)
Sp 0 Qsps Qsp O QS,,S
Do rovnice (10.16) namiesto v dosadime QBk a napiSeme rovnicu (10.22)
B'"QBKk+Fx- £=0, (10.24)
F'k=0.
V prvej rovnici (10.24) upravime B"Q B
Q, 0 0 —-E
B'QB=|-E E 0/ 0 Q, Q, E=Q,+Q =Q, (10.25)
0 QXPX QXP 0
a dostaneme systém normdlnych rovnic
Q k+Fx—-£=0,
F'k=0. (10.26)
RieSenim rovnic (10.26) vypocitame nezndme x a k
k=Q;'¢- Q) Fx=Q}' (¢ - Fx). (10.27)
Vektor koreldt k dosadime do druhej rovnice (10.26) a vypocitame x
F'k=F'(Q}'¢- Q,'Fx) =F'Q,'¢-F'Q}' Fx=0
x=(FTQ;'F) 'F'Q ' ¢. (10.28)
Opravy v, signély s a predikovany signdl s? vypoc¢itame z rovnic (10.23)
V= _Q(k = _Q/Q;l ¢ - Fx),
(10.29)

s=Qk= Qszl (¢ - Fx),
s*=Q, k=Q, Q' (-Fx).

Vypocitané hodnoty v rovniciach (10.29) pouzijeme na vypocet vyrovnanych hodndt v rovnici
(10.7)

y=f+v=Fx+s
a predikovanych hodndt v rovnici (10.8)

y'= FP’x +s

Vypocet strednych chyb

Jednotkovi strednd chybu m, vypocitame zo vztahu
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vIPv*
n—k

my = (10.30)

P= Q;l a podla rovnice (10.13) Citatel’ v rovnici (10.30) bude iba pre merané hodnoty (vektor

predikovanych signalov nebude zahrnuty)
vTQ v =(vT -sT)Q; (v-s). (10.31)

V jednotkovej strednej chybe sd zahrnuté zlozky zvyskovych chyb ako aj signilu. Vzt'ah medzi
kovarian¢nou maticou C a maticou vdhovych koeficientov Q (10.25) ako aj pre prvky tychto matic
vyjadrujd rovnice

C,=miQ, ., C,=m;Q, (10.32)

ol =miqe ., Ol =miqs s, 0,0, =miq,q, (10.33)

kde o; g; st kovariancie a i vyjadruje poradie riadku a k poradie stipca v matici (10.35),

C, je vstupnd kovariaénd matica odmeranych hodnot 4 na opornych bodoch

o, 0 0
2
Q= . 7 ! (10.34)
0 O o,
Kovarianénd matica signdlu na opornych bodoch je
o, 0,06, 0,05.. 0,0,
Q= T20, o, 0,0,.. 0,0, | (1035)
0,0, 0,0, 0,05, O-xzn
Kovarianénd matica signdlu na predikovanych bodoch je
cho, olo, olo,.. olo,
Q. = GX”Z:GH c,0, 0,0,... 0/0, . (1036)

Sps
p p p P
Gsm le Gsm GS 2 Gsm GS3 O-xm Gsm
Upln4 kovarianéna matica Q, sa vypocita podla rovnice (10.25)

Qy = Q[ + Qs

Kovarianéni maticu nezndmych x ur¢ime podla zdkona o hromadeni vdh podla schémy

Q, =AP'A" kedplati (A") =(A7")"
x=(F"Q;'F)'F'Q;'¢.

Q. =(F"Q;’F) 'F'Q;'Q, (F"Q;'F) 'FTQ; ) =
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-(F"Q,'F)'F'Q'Q,Q ' F[F'Q;'F) =(F'Q 'F)". (10.37)
Nt it

1

1

Stredné chyby jednotlivych meranych veli¢in vektora X' = (x =A,,y=A4,,..w=A4A, 1)
vypocitame zo vztahu

m, =m, =m\|Q, , my =m =m|Q .. (10.38)

ked’ sa vahové koeficienty Q.. OQ,.... nachddzaji na hlavnej diagondle vdhovej matice Qy(10.37).

Kovarian¢né funkcie
V kovarianénych maticiach (10.35) a (10.36) vystupujui kovarian¢né funkcie vo forme variancii
(napr. Gszl-) a vo forme kovariancii (napr. 0;,0 ;). Vstupnd matica Q, obsahuje variancie (Stvorce

strednych chyb) merani. Prvky matic Q, a Q,, je potrebné pred vyrovnanim vypocitat. Q, popisuje
Statistické vlastnosti signdlu na opornych bodoch Q, na predikovanych bodoch.

Na urcené kovariancie sa voli kovariancnd funkcia, ktord ma vlastnost’ slabnutia signilu
s narastajucou vzdialenostou. Vhodna je niektora z expomencialnych funkcif, napr.

a’d?

0,06,=C;=Coe Y, (ij=12 ..n), (10.39)

s parametrami Cy a a, kde C, charakterizuje varianciu signalu na kaZzdom bode @ urcuje tlmenie
korelacného vzt'ahu v zdvislosti na vzdialenosti d dvoch susednych bodov.
Priklad na vypocet variancii a kovariancii

Méme danych 5 merani ¢/; v bodoch u;, kdei=1, 2, ..., 5. Ur¢ime prvky matic Q, a Q,, pomocou
kolokaénej funkcie (10.39) v bodoch uf (j=1,...,4)

u; 0,000 1,445 2,890 4,335 5,780
L 0,611 1,086 2,903 4,592 6,271
u? 0,722 2,168 3,612 5,058

J

Trend budeme volit’ v tvare priamky Ag + Au. Pre kovarianénd funkciu (10.39) boli zvolené

konstanty C, = 0,252, a = 0,6. Odhadnuta strednd chyba merania je mf =0,1. Vstupné kovarian¢né
matice budu:

01 0 0 0 0
0 0l 0 0 O

Q,=0 0 01 0 O
0 0 0 01 0
0 0 0 0 ol
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) 0,252 0,119 0,012 0 0
Gsl 6510-52 O-slcm
s 0,119 0,252 0,119 0,012 0
052 Gsl 052 0-52 O-sn
Q. = " =|0,012 0,119 0,252 0,119 0,012,
) 0 0,012 0,119 0,252 0,119
O-sn O-sl O-sn 0-52 te O-sn
0 0 0,012 0,119 0,252
oo, olo, .. olo,| 10,209 0,209 0,046 0,002 O
0 _(0h0. Oho, .. Lo, [0.046 0209 0.209 0046 0002
Sp : - 0,002 0,046 0,209 0,209 0,046|
c’c, 6’c, .. c’o.| | 0 0002 0046 0209 0,209

Jednotlivé prvky matic Q, a Q,, vypocitame nasledovne:
0 =0 =...=0=...=0, =Cpe % =0,252¢"" 0 =0,252,
d; :(ui _ui)zo’ (i=1,n)
0,0, =Coe " ™) =0,252eC 00 20119, 1, =(u, —u,), (i=2.n),

670, = Cye ) 202526080072 0209 ¢ =, —u?), (i=1,m).
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