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11.  KOMBINOVANÉ VYROVNANIE 

 

11.1  Vyrovnanie podmienkových meraní s neznámymi 

 

Tento postup vyrovnania používame v prípade, ke� sú pri vyrovnaní neznáme veli�iny viazané 
podmienkami. 

Majme  n   meraní,  r  podmienok  a  k  neznámych, vtedy dostaneme (n + r) rovníc opráv. Pri tom 
musí plati� 

n > r > k     a     n  >  r + k .                    (11.1) 

Ako príklad riešenia si uve�me vyrovnanie štvoruholníka s odmeranou uhloprie�kou a neúplným 
meraním uhlov (10.1). 

 
Obr. 11.1.  Vyrovnanie štvoruholníka s neznámymi  x,  y 

Máme odmerané uhly  1ω   až  6ω  a uhloprie�ku v štvoruholníku  ss =13 . Je potrebné ur�i� 

vyrovnané uhly  ω1  až  ω6, vyrovnanú d�žku s , neznáme uhly x, y  a napokon vypo�íta� d�žku  s24. 
Pod�a zadania je  n = 7, r = 4 a k = 2, �ím sú splnené vz�ahy (11.1). 

Zostavíme 3 uhlové podmienkové rovnice 
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a stranovú  podmienkovú rovnicu s využitím rovnosmerných a protismerných uhlov (obr. 11.1) 

r x, ( ) 265 , ωωω +  

p y, ( ) 521 ωωω +  

  

( ) ( ) 0sinsinsinsinsinsin 521265 =−−−= ωωωωωωϕ yxd .               (11.3) 

Všeobecne to môžeme napísa� 

ϕa(�1, �2, .., �n, x, y, z, ...) = 0, 
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ϕb(�1, �2, .., �n, x, y, z, ...) = 0,                  (11.4) 

� 

ϕr(�1, �2, .., �n, x, y, z, ...) = 0 . 

Zavedieme  ozna�enie  v  rovniciach  (11.4)     1vii += ��  ,  x = x0 + dx,   y = y0 + dy,  z = z0 + 
dz, ... a rovnice (11.4) linearizujeme rozvojom do Taylorovho radu 
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V príklade sme vypo�ítali  x0  a y0  zo vz�ahov: x0 = 200g - )( 321 ωωω ++  a   

y0 = 200g - )( 654 ωωω ++ . Uzávery v podmienkových rovniciach vypo�ítame z rovníc 

ua  = (�1, �2, .., �n, x0, y0, z0, ...) , 

ub  = (�1, �2, .., �n, x0, y0, z0, ...)  ,                 (11.6) 

� 

ur  = (�1, �2, .., �n, x0, y0, z0, ...) . 

Pretvorené podmienkové rovnice budú ma� tvar 

0......2211 =++++++++ aaaann udzCdyBdxAvavava , 

0......2211 =++++++++ bbbbnn udzCdyBdxAvbvbvb  ,             (11.7) 

� 

0......2211 =++++++++ rrrrnn udzCdyBdxAvrvrvr . 

Na vyjadrenie podmienkových rovníc v maticovom tvare zavedieme ozna�enie 
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Podmienkové rovnice v maticovom tvare sú 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 01,1,,1, =++ rkkrn uxFvAT
nr, .                 (11.9) 
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Neznáme opravy  vi  a  x, y, z, .. pod�a zásad vyrovnania MNŠ ur�íme z funkcie 

min== − vQvPvv 1TT ,                            (11.10) 

ktorú rozšírime o ved�ajšiu podmienku doplnenú Langrangeovými faktormi – korelátmi. 

Funkcia (11.9) s váhovou maticou  ( )
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( ) .min2 =++−=Ω − uFxvAkvQv TT1T               (11.11) 

Na ur�enie minima funkcie (11.11) položíme parciálne derivácie pod�a  v a x rovné nule 

022 11 =−=−=
∂
Ω∂ −− AkvQAkvQ
v

TT ,              (11.12) 

02 ==−=
∂
Ω∂ kFFk
x

TT  .                         (11.13) 

Z rovnice (11.12) vypo�ítame vektor opráv 

AkPQAkv 1−== .                 (11.14) 

Rovnice opráv majú tvar 
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Za ú�elom výpo�tu korelát, rovnicu opráv (11.14) dosadíme do rovnice (11.9) a pripojíme rovnicu 
(11.13) 
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Rovnice v maticovom tvare sú 
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Rovnice (11.16) v Gaussovej suma�nej symbolike majú tvar 
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021 =+++++++� �� aaaar udzCdyBdxAk
p

ar
k

p
ab

k
p

aa
�� , 

021 =+++++++� �� bbbbr udzCdyBdxAk
p

br
k

p
bb

k
p

ab
�� , 

�                     (11.18) 

021 =+++++++� �� rrrrr udzCdyBdxAk
p
rr

k
p

br
k

p
ar

�� , 

021 =+++ rrba kAkAkA � , 

021 =+++ rrba kBkBkB � , 

021 =+++ rrba kCkCkC � . 

�   

Ke� použijeme rovnice (11.16), vektor korelát  k a vektor  v opráv  x   neznámych veli�ín (uhlov) 
vypo�ítame tak, že z prvej rovnice eliminujeme koreláty, ktoré dosadíme do druhej rovnice (11.16) 

     ( ) ( ) ( )uFxNuFxQAAk T +−=+−= −− 11
              (11.19) 

( ) 0=−−=+−= −−− uNFFxNFuFxNFkF 1T1T1TT  

      ( ) uNFFNFx 1T11T −−−−=  .                (11.20) 

Pri vyrovnaní podmienkových meraní s neznámymi postupujeme tak, že po zostavení rovníc opráv 
(11.14) zostavíme normálne rovnice v suma�nom tvare (11.18) alebo v maticovom tvare (11.16). 
Vypo�ítame koreláty z rovnice (11.19), ktoré dosadíme do rovnice (11.14) a vypo�ítame opravy. 
Z rovnice (11.20) vypo�ítame vektor neznámych  x. Vyrovnané  merané  veli�iny  (v príklade uhly) 
budú    iii v+= ��      a neznáme  veli�iny     x = x0 + dx,   y = y0 + dy, z = z0 + dz,... 

Jednotkovú strednú chybu vypo�ítame zo vz�ahu 

kr
m

−
=

− vQv 1T

0 ,                 (11.21) 

kde  r  je po�et podmienkových meraní  a k  je po�et neznámych. 

Sú�et štvorcov opráv vypo�ítame použitím rovnice (11.22) 

EQQQAkQQAkvQv 11TT1T == −−− ,
1
���

 

QAkAkvQv TT1T =− .                                                                                           (11.22) 

Pod�a prvej rovnice  (11.16) 

uFxQAkAT −−= ,  potom 

( ) ukFxkuFxkvQv TTT1T −−=+−=−  . 

Pod�a druhej rovnice (11.16) je  0== FkkF TT . 

Sú�et štvorcov vypo�ítame z rovnice 
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kuukvQv TT1T −=−=−  .                (11.23) 

Rovnicu (11.22)  zvy�ajne používame na kontrolu vypo�ítaných opráv. 

 

11.2  Vyrovnanie sprostredkujúcich meraní s podmienkami medzi meranými veli�inami 

 

Tento postup vyrovnania používame vtedy, ke� nieko�ko veli�ín, ktoré z merania odvodzujeme sú 
známe. 

Napr. technickou niveláciou meriame prevýšenia medzi bodmi  P0 až  P3. Jedno z prevýšení je 
ur�ené presnou niveláciou  (h13). Toto prevýšenie nám vytvára podmienku na vyrovnanie. 

 
Obr. 11.2.  Vyrovnanie výškovej siete 

 

Sú odmerané prevýšenia  Li = (i = 1, 2, ... 5). Smer stúpania ozna�uje šípka. Poznáme výšky bodov  
P1  a P3. Vo vz�ahu k jednému bodu  (P0) ur�ujeme výšky troch bodov. Po�et meraní (prevýšení)  n = 
5, po�et neznámych (výšky bodov)  m = 3, po�et podmienok (jedno dané prevýšenie)  r = 1. 

Po�et rovníc opráv je totožný s po�tom meraní. Vyrovnané merania  Li + vi  merania sú 
v sprostredkujúcom funk�nom vz�ahu s neznámymi  x, y, z... 

( ),...,,, zyxfvL iii =+                  (11.24) 

 ( ) iii Lzyxfv −= ,...,,, .                          (11.25) 

Zvolíme predbežné hodnoty neznámych  x0, y0, z0, ..., (m = 3) pod�a vz�ahu 

dxxx += 0 , 

dyyy += 0 ,                  (11.26) 

dzzz += 0 , 

ktoré dosadíme do rovnice (11.25) 

( ) ii Ldzzdyydxxfv −+++= ,...,, 000  .             (11.27) 

Rovnice (11.27) linearizujeme rozvojom do Taylorovho radu 

,... iiiii dzcdybdxav �−+++=                         (11.28) 
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K rovniciam opráv pridáme podmienkové rovnice v tvare 

0...321 =++++ AudzAdyAdxA  

0...321 =++++ BudzBdyBdxB                (11.29) 

�  

Rovnice opráv v príklade zostavíme pod�a schémy, napr. na ur�enie výšky  x bodu  P1 

11 vLHx ++=  ,                 (11.30) 

kde  H  je výška bodu  P0. 

Rovnice opráv a linearizované rovnice opráv budú 
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a podmienková rovnica 

         - x              + z            = h13           0  =    -dx              +  dz   +  u 

Vz�ahy v rovniciach (11.28) a (11.29) vyjadríme rovnicami v maticovom zápise 
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( ) ( ) ( ) −= 1,,1, kknn xAv ����(n,1),                          (11.32) 

( ) ( ) ( ) 01,1,, =+ rkkr uxFT .                 (11.33) 

Pod�a zásad vyrovnávacieho po�tu pre korelované merania vektor  x  ur�íme za podmienky 
 

.min=− vQv 1T                            (11.34) 

pri splnení ved�ajšej podmienky definovanej rovnicami (11.32). Hlavnú podmienku (11.34) rozšírime 
o Langrangeové faktory – koreláty  2kT, ktorými prenásobíme ved�ajšiu podmienku (11.32) 
a dostaneme 

( )uxFkvQv TT1T ++=Ω − 2 = min.,               (11.35) 
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Rovnicu (10.34) upravíme do tvaru 

vTQ-1v = (xTAT - ����T) Q-1(Ax -  ����) = xTATQ-1Ax – xTATQ-1
���� - ����TQ-1Ax + ����TQ-1

���� =  

            = xTATQ-1Ax – 2xTATQ-1
���� + ����TQ-1

����.               (11.36) 

Funkcia  Ω po úprave bude 

Ω = xTATQ-1Ax – 2xTATQ-1
���� + ����TQ-1

���� + 2kTFTx + 2kTu = min.                      (11.37) 

Minimum funkcie  Ω  ur�íme, ke� rovnicu (11.36) zderivujeme pod�a  x  a položíme rovnú nule 

122 −− −=
∂
Ω∂ QAAxQA
x

T1T
���� + 2kTFT = 0 .              (11.38) 

K upravenej rovnici (11.38), pridáme rovnicu (11.33) a dostaneme normálne rovnice. 

ATQ-1Ax + Fk - ATQ-1
���� = 0 

                           FTx +u = 0.                (11.39) 

Rovnice  (11.39) v  Gaussovej suma�nej symbolike majú tvar 
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Rovnice (11.39) môžeme zapísa� tiež v tvare 
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Riešením rovníc (11.39) neznáme  x a vypo�ítame koreláty  k, pomocou ktorých vypo�ítame 
opravy (11.32) 

( ) uFx
1T −

−= .                  (11.41) 

- ATQ-1A ( ) uF
1T −

 + Fk - ATQ-1
���� = 0 
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k = F-1ATQ-1A ( ) uF
1T −

 + F-1 ATQ-1
���� .                       (11.42) 

Za ú�elom kontroly vynásobíme rovnicu (11.32) z�ava  ATQ-1 

1−−− −= QAAxQAvQA T1T1T
����.               (11.43) 

Porovnáme rovnicu (11.43)  a prvú rovnicu  (11.39) a dostaneme kontrolnú rovnicu 

FkvQA 1T −=−                             (11.44) 

a tiež výpo�et opráv  

( ) FkQAv T 11 −−−= .                                                                                                            (11.45)             

Neznáme vyrovnaním obsahuje vektor   ...dzdydx=Tx  

dxxx += 0  , dyyy += 0 , ,...0 dzzz +=                                                             (11.46) 

Jednotkovú strednú chybu vypo�ítame zo vz�ahu  

´0 n
m

vQv 1T −
=  ,                                                                                                            (11.47) 

kde  n´ = n – k + r . V našom príklade  n´ = (5-3+1) = 3 . 

 


