
 9 

2. NORMÁLNE  ROZDELENIE  CHÝB 
 
2.1 Odvodenie normálneho rozdelenia chýb  z hypotézy rovnakých elementárnych chýb 

            (pod�a Hagena) 
 
Zvo�me prípad, ke� skuto�ná chyba  ε  vzniká ako sú�et  s elementárnych chýb  δj rovnakej 

absolútnej ve�kosti  δδ =j , ale náhodného znamienka, takže sa pritom uplatní  k kladných chýb 

 a  (s – k) záporných elementárnych chýb. Pre jednotlivé po�ty  k kladných chýb bude plati� binomické 
rozdelenie pravdepodobnosti  pre  s opakovaných pokusov p = q = 1/2  (rovnaká pravdepodobnos� pre 
vznik kladnej alebo zápornej elementárnej chyby – analógie hodu  s mincami). 

Skuto�ná chyba a jej pravdepodobnos� v tomto prípade pod�a (1.6) 
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a podobne chyba  s  (k + 1) kladnými elementárnymi chybami a jej pravdepodobnos� 
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Dôkaz: Vypo�ítajte koeficient ��
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V menovateli sme pridali �íslo (k+1) = 4 a ubrali �íslo (s-k) = 3. (s-k) odstránime umiestnením do 
�itate�a. 

Intervalu 

( ) ( ) δδδεεε 22221 =−−−+=∆=−+ skskkk  ,                   (2.3) 

patrí stredná hodnota chyby 
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a stredná hodnota pravdepodobnosti 
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Rozdiel (prírastok) pravdepodobností je v intervale 
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Z rovníc (2.4) a (2.3) vyplýva, že 
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δ
ε−=−− 12ks ,  

δ
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a podiel 
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Rovnica (2.8) vyjadruje vz�ah medzi pravdepodobnos�ou a jej prírastkom pri kone�nom po�te  
s elementárnych chýb. K odvodeniu rovnice spojitej krivky musíme položi�  s  → ∞ a sú�asne  δ2 → 0 
(iná� by vznikli nekone�ne ve�ké chyby). Rovnica (2.8) sa zmení na diferenciálnu rovnicu pre hustotu 
pravdepodobnosti a jej prírastok 
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Zaviedli sme parameter presnosti 
2

2

2
1
δs

h = , ktorý je pre všetky chyby konštantný, pretože aj 

po�et  s a ve�kos� elementárnych chýb  δ  sú konštantné. Integráciou rovnice (2.9) 

chy +−= 22lg ε , ( )εϕεε === −− 2222 hhc eCeey                          (2.10) 
sme dospeli k normálnemu rozdeleniu (pravdepodobnosti) náhodných chýb. Kone�ný tvar funkcie 
hustoty pravdepodobnosti náhodných chýb pri  E(ε) = 0 je 

( ) 22εεϕ heCy −== .                   (2.11) 

 

2.2   Normálne rozdelenie pravdepodobnosti 

Binomické rozdelenie a empirické rozdelenie po�etných náhodných veli�ín v prírode, technike 
i v spolo�enskom živote dávajú symetrické frekven�né polygóny zvonovitého tvaru, ktoré sa dajú 
dobre nahradi� symetrickou, tzv. Gaussovou krivkou s obecným analytickým výrazom pre hustotu 
pravdepodobnosti 

( ) ( )22 cxheCxfy −−== .                   (2.12) 

Parametre  C, h2 = 
22

1
δs

 sú  konštantné pre celý základný súbor všetkých možných hodnôt  xi  

náhodnej veli�iny  z  (obr. 2.1). 

Na obr. 2.1   c = E(x),  y0 = ymax = C patrí úse�ke  x = c. Konštantu  C  ur�íme  z podmienky 
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∆=∆==− ddxcx ,ε  . 

Riešením základného integrálu teórie chýb (2.13) dostaneme konštantu  C  v tvare 
π
h
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Do rovnice pre varianciu 
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za ∆ dosadíme (x-c) a po vyriešení integrálu dostaneme 
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Obr. 2.1.  a)  Frekven�ná  krivka, b)  suma�ná krivka v normálnom rozdelení  

Takto sme našli vz�ah medzi parametrom presnosti  h  a strednou kvadratickou odchýlkou  od 
strednej hodnoty 
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Stredná kvadratická odchýlka (štandard, smerodajná odchýlka)  ( )( )2xExE −=σ  je 
parametrom normálneho rozdelenia v príslušnom základnom súbore. Funkcia hustoty 
pravdepodobnosti (frekven�ná funkcia) dostane kone�ný tvar: 
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Je výhodné zavies� štandardnú premennú 

( ) ( ) ( ) 1,,, 2 ===−−= tEdtdxtxEx
xEx
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                (2.16) 

t.j. odchýlku os strednej hodnoty  E(x) vyjadríme v násobku strednej kvadratickej odchýlky σ, 
takže štandardná premenná je bezrozmerná a jej variancia  E(t2) = 1. Potom 
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Funkcia 22

22

2
1
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tt

ee
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π
 sa tabeluje (tab. I a tab. II). 

Suma�ná (distribu�ná) funkcia normálneho rozdelenia pod�a rovnice  ( ) ( )�=
+∞
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a obr. 2.1b 
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dáva pravdepodobnos� výskytu menších hodnôt v základnom súbore ako  u . Po zavedení štandardnej 

premennej  
( ){ }

σ
xEx

t
−= ,  dx =  σ dt  dostaneme suma�nú funkciu 
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Suma�ná funkcia F(t) sa tabeluje (tab. III). Pravdepodobnos�, že hodnota náhodnej veli�iny 
v základnom súbore padne do intervalu (x1, x2) 

( ) σ11 txEx += , ( ) σ22 txEx += , P(x1< x < x2) = F(t2) - F(t1)  

sa takto ve�mi rýchlo vypo�íta z tabu�ky hodnôt F(t). Gaussova krivka je deriva�ná krivka ku krivke 

suma�nej. Rovnako možno tabelova� funkciu ( )�
t

dttf
0

 (tab. IV) alebo ( )�
+

−

t

t
dttf   

(tab. V) a pomocou nich ur�ova� pravdepodobnosti v �ubovo�ných intervaloch. 

 

 
Obr. 2.2.  Pôsobenie systematickej chyby na súbor meraní 

 

Pôsobenie systematickej chyby na súbor meraní. Zvo�me prípad, ke� okrem náhodných 
elementárnych chýb δi o rovnakej absolútnej ve�kosti  iδ   pôsobí na každé meranie ešte kladná 

systematická chyba  +c. Výsledné hodnoty sú  ε  = �δ i+ c. 

Osi  symetrie (maximálna poradnica) grafu i aproximujúcej Gaussovej krivky prislúcha teraz 
stredná hodnota  E(ε) = c. Teraz napr. pod�a obr. 2.2 bude centrom rozdelenia  ( ) � +=== 2iccE ε  

a variancia ( )� � === 5222
ii E δσσ . Skuto�né rozdelenie pravdepodobnosti je dané stup�ovitým 

grafom. Nemôže ho aproximova� normálne rozdelenie (Gaussova krivka) s parametrom 
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( ) ( ) ( ) 2222222 ccEcEEm +=+=+== �� σδδε ,                           (2.20) 

i ke� by sme os  Y  posunuli o hodnotu  c. Gaussova krivka  posunutá o hodnotu systematickej chyby 
s parametrom  σ2  (strednou kvadratickou náhodnou chybou) bude 

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) 222222222 2 cmcEccEEcEEE −=−=+−=−=−= εεεεεεσ .         (2.21) 

 

V tomto prípade je  ε  celková chyba zahr�ujúca aj systematickú zložku a (ε  - c) je náhodná 
zložka chyby. Rozdelenie pravdepodobnosti chýb bude teraz vyjadrené rovnicou 
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kde ( ) ( ) ( ) 2
22222222

2
1

,,
σ

δεσε ==−=−== � hEcmcEEm . 

Základný súbor skuto�ných chýb má v tomto prípade normálne rozdelenie s parametrami  
( )( )222, cEcN −= εσ . 

Parametrom normálneho rozdelenia chýb nemôže by� stredná kvadratická chyba celková 

( )2εEm = , ak sú merania za�ažené systematickou chybou  c, ale vždy len stredná kvadratická 

chyba náhodná  ( )2cE −= εσ  (ur�ená z chýb zbavených systematickej zložky). 

 

2.3   Aplikácia normálneho rozdelenia na chyby 

 

Prirodzenou povahou mera�ských chýb je, že vznikajú sú�tom premenlivých elementárnych chýb, 
ktorých hodnoty sa môžu náhodne kombinova�. Základný súbor všetkých možných hodnôt má 
rozdelenie pravdepodobnosti blízke normálnemu rozdeleniu vtedy, ak sú splnené ur�ité predpoklady: 

a) elementárne (diel�ie) chyby sú v malom po�te a sledujú približne binomické alebo normálne 
rozdelenie (majú zhustenie po�etností okolo strednej hodnoty), 

b) parametre rozdelenia  E(ε), σ  sa pri meraní príliš  nemenia. Ide o pomernú stabilitu 
podmienok merania, t.j. sklady elementárnych chýb, ich stredných hodnôt (systematické zložky), ich 
po�tu a variancií (presnosti merania). Zmes „rôznorodých“ skupín chýb s príliš rôznou systematickou 
zložkou a rôznou strednou kvadratickou chybou sa odlišuje  od normálneho rozdelenia. 

Ve�ké odchýlky od normálneho rozdelenia vzniknú v prípadoch menej presných prístrojov, málo 
dôrazného merania alebo nahromadenia systematických chýb s rovnomerným rozdelením výslednej 
systematickej chyby, alebo pri zna�nej premenlivosti parametrov rozdelenia pri meraní. 

 

Parametre rozdelenia chýb. Hodnota ii X ε−=� , odmeraná v i-tom okamžiku je ur�ená 

náhodnou hodnotou skuto�nej chyby  ( )
iji �= δε , ktorá vznikla ako i-tá kombinácia náhodných 

hodnôt  s elementárnych chýb. Podmienky platiace v okamžiku merania (kvalita prístroja a mera�a, 
jeho psychický stav, terén, atmosférické pomery, at�.), ur�ujú dopredu fiktívny základný súbor 
možných hodnôt chýb, aké by mohli vzniknú� kombináciami všetkých možných hodnôt 
elementárnych chýb. Z nich sa uplatní len jedna hodnota  εi  a meranie  �i. Parametre tohto normálneho 
základného súboru (stred rozdelenia a variancia) sú sú�ty parametrov elementárnych chýb: 
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kde  c   je stred normálneho rozdelenia. 

Parametre rozdelenia u niektorých elementárnych chýb sú závislé na okamžitých podmienkach 
merania, ktoré sa môžu meni�. Napr. zmena teplotných pomerov zmení strednú hodnotu refrakcie 
alebo systematické chyby prístroja, zhoršenie podmienok merania zvä�ší varianciu chyby c cielení 
alebo �ítaní a pod. �alšiemu meraniu prislúcha  iný normálny základný súbor možných chýb s inými 
parametrami  ci+1, σi+1, z ktorého sa náhodne uskuto�ní meranie  �i+1   s chybou  ε i+1. 

Základný súbor možných chýb v �asovom rade  n  opakovaných meraní rovnakého druhu je zmes  
n  základných súborov s  n  rôznymi dvojicami parametrov  ci, σi . Ak nebude ich variancia príliš 
ve�ká, bude to približne normálny súbor so strednými parametrami 

( )
nn

c
cE ii �� ===

2
2,

σ
σε  , 

ktoré zodpovedajú stredným podmienkam v dobe merania celého radu. Hustota pravdepodobnosti 
bude 
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σπσπ
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kde ( ) ( ) 222222 cmcEcE −=−=−= εεσ . 

Rovnaká presnos� merania  (σ  = konšt.) znamená rovnaký prístroj, rovnakú metódu a rovnaké 
stredné podmienky v rade meraní. Rôzne ve�ké chyby  ε1  až  εn  vznikajú náhodným stretnutím 
elementárnych chýb rôzneho znamienka a rôznej hodnoty. 

Ur�itému typu prístroja a metóde merania prislúcha celý „základný súbor“ okamžitých parametrov 
presnosti maxmin σσσ << i  pod�a neustále sa meniacich podmienok v �ase alebo priestore. 

Nebudeme uvažova� systematickú zložku a budeme predpoklada�, že mera�ské chyby sú 
náhodné ( ) ( )[ ]222,0 σεε ==== mEcE . Hustota pravdepodobnosti bude 

( ) ( )2222 ,
2

1 2

2

22

εσ
πσπ

εϕ σ
ε

ε Emee
h

y h =====
−

− .                         (2.25) 

Zavedieme štandardnú (bezrozmernú) premennú  

σ
ε=t ,    σε t= , ( ) 12 =tE , 

takže hodnoty chýb vyjadríme v násobku strednej kvadratickej chyby. Funkcia hustoty 
pravdepodobnosti po úprave bude 

( ) 2
0

22

222

39891,0
2

1 ttt

eyeey
−−−

====
σπσ

εϕ  .               (2.26) 

Suma�ná (distribu�ná) funkcia pri  dε = σ dt 
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je vyjadrená plochou pod Gaussovou krivkou od -∞ až po hodnotu  t = z (šrafovanú na  
obr . 2.3). 

Funkcie   2

2t

e
−

, F(z)  sa tabelujú a taktiež �alšie funkcie (obr. 2.3 ): 

( ) ( )�=
z

dttzG
0

,ϕ  ( ) ( ) ( )� ==Φ
+

−

z

z
zGdttz 2ϕ .                 (2.28) 

 
Obr. 2.3.  Distribu�ná funkcia vyjadrená plochou pod Gaussovou krivkou 

 
Obr.  2.4.  Normálne rozdelenie  pri náhodných chybách 

Rovnice (2.25) a (2.26) vyjadrujú frekven�nú krivku (Gaussovu), rovnice (2.27) suma�nú 
(distribu�nú) krivku.  

Gaussova krivka má tieto vlastnosti, dôležité pre jej konštrukciu: 

a) blíži sa asymptoticky k osi  X,  

b) v bodoch  M(ε = ± σ,  t = ±1) má krivka inflexný bod, 

c) doty�nice vedené v týchto bodoch pretínajú os  X  v bodoch (ε = ± 2σ,  t = ±2), 



 16 

d) polomer krivosti vo vrchole je  r =  
0

2

y
σ

 (v d�žkach odmeraných na grafe). 

Uvedené vlastnosti u�ah�ujú konštrukciu krivky (obr. 2.4). 

Pri odvodení normálneho rozdelenia náhodných chýb sa považovali chyby za spojitú náhodnú 
premennú, ktorá môže nadobúda� �ubovo�nú hodnotu v ur�itých medziach. Výskyt chyby v medziach  
εi  a  εi + dε  by mal pravdepodobnos� 

( ) ( ) εεεϕεεεε dyddP iiii ==+<< ,                 (2.28) 

(vi� obr. 8). Pravdepodobnos� výskytu chyby ε  je vyjadrená elementárnym obd�žnikom a poradnicou  
ϕ(ε) a vo fyzikálnych pojmoch vyjadruje  hustotu pravdepodobnosti. Vlastnosti mera�ských chýb sú 
viazané na citlivos� merania danú najmenším �ítaním alebo odhadovaním dielika  κ  stupnice prístroja.  
Chyby  ε   nemôžu preto nadobúda� svoje hodnoty spojito, ale diskrétne (skokom) po intervale   

∆ε =
n
κ

, kde  n  je po�et opakovaných meraní, z ktorých vyplýva výsledok merania ako aritmetický 

priemer. 

Po�et chýb ε  bude vždy kone�ný a pravdepodobnos� výskytu ur�itej hodnoty chyby ε  sa dá 
aproximova� kone�nou hodnotou 

( ) ( ) ( ) tettP
t

∆=∆=∆=
−

2

2

39894,0ϕεεϕε ,                           (2.30) 

kde  ∆t = ∆ε : σ. 

Skuto�né rozdelenie pravdepodobností chýb bude vždy odlišné od normálneho rozdelenia a bude 
rôzne pre rozli�né druhy merania. 

Na obr. 2.4 plocha celej krivky 

� ===
∞+

∞−

−∞+
∞− %1001

2

1 2

2

dteP
t

π
                 (2.31) 

vyjadruje úhrnnú  pravdepodobnos� všetkých možných chýb. V skuto�nosti platí 

( ) 1maxmax =+<<− εεεP   ,                  (2.32) 

kde hranice  εmax  je najvä�šia možná nevyhnutná chyba. 

 

2.4  Intervalové odhady. Najvä�šia možná chyba a najvä�šia dovolená chyba 

Intervalový odhad u chýb je výpo�et úhrnnej pravdepodobnosti, s akou dopredu o�akávame 
výskyt chyby vo zvolenom intervale alebo naopak k zvolenej pravdepodobnosti ur�ujeme príslušný 
interval, v ktorom sa nachádza chyba. Dôležité sú pravdepodobnosti  Φ(t) intervalu so symetrickými 
hranicami 

( ) ( ) ( ) ( ) ασεσεσ =Φ−=>Φ=<<− ttPtttP 1; .               (2.33) 

Pravdepodobnos� výskytu chýb v intervale  -tσ, +tσ  vyjadrená v percentách je nasledovná: 

( ) ( ) %6811 =<<−=<<− tPP σεσ , 

( ) %32=> σεP , 

( ) ( ) %952222 =<<−=<<− tPP σεσ , 
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( ) %52 => σεP , 

( ) ( ) %995,25,25,25,2 =<<−=<<− tPP σεσ , 

( ) %15,2 => σεP , 

( ) ( ) %9973333 =<<−=<<− tPP σεσ , 

( ) 33 => σεP  ‰ . 

Uvedené pravdepodobnosti platia presne pre základný súbor s normálnym rozdelením a približne 
pre skuto�né rozdelenie chýb. Uvedené intervaly sa volajú intervaly spo�ahlivosti (konfidencie) 
(obr.2.5). Príslušná pravdepodobnos�  Φ(t)  koeficient (hladina) spo�ahlivosti. V prípade posunu 
Gaussovej krivky platí pravdepodobnos� pre redukovanú chybu c−ε . 

 

Obr. 2.5.   Interval spo�ahlivosti  ± tα 

Ak si zvolíme dostato�ne široký interval  ± tασ, ostáva len malá pravdepodobnos� α (hladina  
významnosti, riziko),  že chyba (hodnota  náhodnej veli�iny) prekro�í  hranice ± tασ  (interval 
spo�ahlivosti E(x) ± tασ). Pri zvolenej ve�mi malej pravdepodobnosti α  budeme s praktickou 
(štatistickou) istotou o�akáva�, že náhodná veli�ina (chyba) bude leža� v medziach príslušného 
intervalu spo�ahlivosti. Inými slovami (riziko) α, že náhodná veli�ina prekro�í kritické hranice E(x) 
± tασ, je taká  malá, že prekro�enie kritickej hranice považujeme za prakticky nemožné. 

Ak v rovnici (2.33) dosadíme za chybu iX �−=ε , dostaneme interval spo�ahlivosti 
(konfiden�ný interval) pre neznámu skuto�nú hodnotu  X 

{ } ( )ααα σσ ttXtP ii Φ=+<<− ��  .                 (2.34) 

Najvä�šia prípustná chyba. Chyby nemôžu nadobudnú�  neohrani�ene ve�ké hodnoty, ako 
ukazuje priebeh Gaussovej krivky. Hodnota  maxε  je najvä�šia možná nevyhnutná chyba. V praxi sa 
za najvä�šiu prípustnú chybu považuje 

σσσε αα 3až2== t , maxεεα < .                  (2.35) 

 

2.5  Interval spo�ahlivosti 

 

Ak poznáme spo�ahlivo základnú strednú chybu metódy  σ=m , môžeme odvodenú hodnotu  

11Qx σσ =  použi� k intervalovým odhadom, kde Q11 je váhový koeficient. Bude plati� normálne 

rozdelenie aj pre štandardnú premennú  
x

xt
σ
ε

=  
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,: xxt σε=   ( ) ( ) dtetttP
t

t

t

xxx �=Φ=+<<−
+

−

−
2

2

2

1

π
σεσ               (2.36) 

Chyba  xXx −=ε  udáva možnú odchýlku hodnoty vyrovnanej x od skuto�nej  X, ktorú 
môžeme vyjadri� inou formou rovnice: 

( ) ( )ttXxtXP xx Φ=+<<− σσ                  (2.37) 

takže napr.  s   P = 99 % (s praktickou istotou) sa vyrovnaná hodnota  x   nevzdiali viac ako ±2,5σx  
od skuto�nej hodnoty. Interval spo�ahlivosti pre neznámu skuto�nú hodnotu X: 

( ) ( ) ασσ ααααα −=Φ=+<<− 1ttxXtxP ,                (2.38) 

kde  ( )αtΦ  je pravdepodobnos� pri koeficiente spo�ahlivosti αt , že neznámy parameter  X  leží 

v intervale spo�ahlivosti a  α  je riziko chybného rozhodnutia, že interval spo�ahlivosti neobsahuje 
parameter  X. 

Je prakticky nemožné, aby nevyhnutná chyba  εx  nadobudla príliš ve�ké hodnoty a odmeraný 
výsledok  xi  a skuto�ná hodnota  X  boli ve�mi vzdialené. Ak zvolíme ve�mi malé riziko α  (napr. 1 % 
bude s praktickou istotou neznáma skuto�ná hodnota leža� v intervale napr. x  ± 2,5 σx . Podmienkou 
intervalových odhadov je spo�ahlivá hodnota základnej strednej chyby  σ=m , ur�ená aspo� z   n´ > 
30 nadbyto�ných meraní. 

Interval spo�ahlivosti je najvýznamnejšia aplikácia po�tu pravdepodobnosti v teórii chýb. 
Meraním síce nikdy nedostaneme skuto�nú hodnotu meranej veli�iny, ale pre  prax to sta�í, aby táto 
neznáma hodnota bola s praktickou istotou pokrytá dostato�ne úzkym intervalom. Ako šírka sa dá 
regulova� pod�a významu merania kombináciou presnosti zvolenej metódy  σ  a po�tu nadbyto�ných 
meraní. 

 

2.6  Konštrukcia krivky normálneho rozdelenia 

 

Preloženie krivky normálneho rozdelenia histogramom si ukážeme v príklade 2.1. 

Príklad 2.1.  Štatistické vyhodnotenie rovinnosti dosiek 

Vykonali sme kontrolu 38 fotografických dosiek formátu 13 x 18 cm, ktoré používame pri 
fotogrametrickom snímkovaní. Za rovinné fotogrametrické dosky budeme považova� také, u ktorých 
nerovinnos� vplyvom centrálnej projekcie nevyvolá vä�šiu chybu v radiálnom posune bodu ako 
0,01mm. 

Grafické znázornenie výsledkov vykonanej kontroly rovinnosti dosiek histogramom empirických 
triednych po�etností, je na obr. 2.6. Pod�a ve�kosti teoretickej maximálnej chyby v snímkových 
súradniciach, ktorá sa ur�ila pod�a zistených odchýlok od rovinnosti. Dosky sme rozdelili do triednych 
skupín s intervalom  ∆ε = 0,01 mm. Charakteristický tvar dosiek sa vyjadril znamienkom. Dosky 
s konvexným tvarom sa ozna�ili znamienkom mínus, s konkavným tvarom znamienkom plus. Chyby 
v snímkových súradniciach (�alej len „ chyby“ ) vyvolané nerovinnos�ou dosiek sú náhodné veli�iny, 
ich triedne  skupiny sa rozmiestnili na �íselnej osi v kladnej aj zápornej �asti. 

Histogram empirických po�etností, ako je vidie� z obr. 2.6, je podobný normovanému histogramu 
binomického rozdelenia. Môžeme ho nahradi� tzv. Gaussovou frekven�nou krivkou normálneho 
rozdelenia s obecným analytickým výrazom pre hustotu pravdepodobnosti 

( )
( )

2

2

2

2
1 σ

πσ

cx

exfy
−

−
== , 
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pre σ > 0, 

kde  x  je základný súbor všetkých možných hodnôt náhodnej premennej, 

        c  stredná hodnota náhodnej premennej, 

              σ  stredná kvadratická odchýlka. 

Po zavedení normovanej náhodnej premennej 
σ

cx
t

−= , rovnica hustoty pravdepodobnosti  

nadobudne tvar 

( ) 2

2

2
1 t

etfy
−

==
πσ

. 

Histogram empirických po�etností vyrovnajme Gaussovou krivkou o rovnakej ploche 

s parametrom ( )xV=σ , kde  V(x)  je variancia. Stredná kvadratická odchýlka štatistického výberu 

dosiek (n = 38), ke�že stredná hodnota  ( )εE = c = -0,45, nerovná sa nule, je ur�ená 

.67,120.099.22
2

22 =−=−=−= � c
n

cm
ε

σ  

Gaussovú vyrovnávaciu krivku sme zostrojili z vynesených teoretických po�etností  R  
v príslušných triednych skupinách v nasledujúcej tabu�ke: 

Štatistické vyhodnotenie rovinnosti dosiek                                                                   Tabu�ka 2.1 

Es v 

0,01 mm 

r th P R =n . P ∆r =r -  R σr χ2 

-4,5 

-3,5 

-2,5 

-1,5 

-0,5 

+0,5 

+1,5 

+2,5 

+3,5 

+4,5 

1 

1 

2 

9 

14 

6 

2 

1 

1 

1 

-2,12 

-1,53 

-0,93 

-0,33 

+0,27 

+0,87 

+1,47 

+2,06 

+2,66 

+3,26 

0,0170 

0,0460 

0,1132 

0,1945 

0,2357 

0,0214 

0,1214 

0,0511 

0,0158 

0,0039 

0,65 

1,74 

4,31 

7,39 

8,95 

7,65 

4,62 

1,94 

0,60 

0,15 

+0,35 

-0,74 

-2,31 

-1,61 

+5,05 

-1,65 

-2,62 

-0,94 

25,1
	


�

 

0,80 

1,29 

1,95 

2,44 

2,62 

2,47 

2,01 

1,36 

86,0
	


�

 

09,1
�
	

�



�

0,35 

     2,85 

0,36 

73,0
�
	

�



�

 

Spolu: 38 - 1 38,0 0  5,38 

 

V tab. 2.1  Es  je stredná hodnota triedneho intervalu, 

             r   je po�etnos� triedneho intervalu, 

            P  je  pravdepodobnos� triedneho intervalu. 

Teoretické po�etnosti sa vypo�ítali pomocou normovanej náhodnej premennej  t  z 
 tab. II, a to tak, že sa najskôr ur�ili pravdepodobnosti výskytu náhodnej  tj  pre hornú medzu triedneho 
intervalu 
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( ) ( ) ( ) dtetGtFttP
hjt t

hjhjhj �
−

−=−==<
0

2

2

2
1

5,05,0
π

  ,                          (2.39) 

napr. v príklade 2.1 je  
( )

12.2
67.1

45.00.40.4 =−−−=−−=
σ

c
thj . 

 

 
 

Obr. 2.6.  Empirické a teoretické (Gaussovo) rozdelenie maximálnych chýb snímkových súradníc, 
vyvolaných nerovinnos�ou dosiek 

. 

Pravdepodobnos� ur�íme z tab. II normálneho rozdelenia ako doplnok k 0.5 tabu�kovej hodnoty 
G(thj) t.j. P = 0.5 – ( )12.2=hjtG  =0,5-0.4830 = 0.0170 . 

Pravdepodobnos� P(G(thj+1)- G(thj)) = P( (-3.0 + 0.45),(- 4.0 + 0.45)) = P(1,53 – 2,12) = 0.0630 – 
0.0170 = 0.046, at�. 

Teoretickú po�etnos� náhodných chýb pre ve�kos� štatistického súboru  n  = 38 potom vyjadruje 
rovnica: 

( ) ( )[ ] jhjhjj PntGtGnR =−= +1                    (2.40) 

Napr. pre  Es+1 = -3,5  a Es  = -4,5  je  h = 38 . 0,046 = 1,74. 

Krivku normálneho rozdelenia skonštruujeme tak, že v príslušnej mierke zvolenej 
pravdepodobnosti  Pi (po�etnosti  ri) pre stredný interval  Es  vynesieme teoretické po�etnosti  Ri. 

 

2.7   Porovnanie histogramu empirických po�etností s Gaussovou krivkou 

Analytické kontroly primknutia empirického histogranmu ku Gaussovej krivke. skúšky normality 
môžeme vykona� pomocou empirických momentov a triednych po�etností. Kontrolami sa overí, �i 
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chyby výberu dosiek dobre charakterizujú chyby základného súboru. Skúšky normality preve�me 
pod�a BÖHMA [2]. 

 

2.7.1 Skúšky normality pomocou empirických momentov 

 

Centrálnym empirickým momentom súboru o kone�nej ve�kosti rozumieme koncentráciu chýb 
normálneho rozdelenia okolo strednej hodnoty 

( )k
k E εν =  , 

kde  kν    je empirická hodnota  k-tého obecného momentu. 

Empirickými momentami vykonáme skúšky nulovej hypotézy, asymetrie rozdelenia a kritéria 
excesu rozdelenia. 

Skúškou nulovej hypotézy v príklade 2.1 overíme �i chyby výberu dosiek nie sú za�ažené 
systematickou chybou. Skúška sa vykonala s použitím rovnice: 

n
σµν ±=± 011 ,                     (2.41) 

kde  µ1  je centrálny moment k-tého rádu (k = 1). 

V skúmanom výbere  ( ) 45,01 −=== cE νε ,    µ1= 
38
67,1=

n
σ

= 0,27. 

Hodnota  1ν  prekra�uje vymedzený  interval  µ1, usudzujeme na možnos� pôsobenia 

systematickej chyby. Presve�me sa tiež aj skúškou znamienok, �i je výber dosiek za�ažený 
systematickou chybou. Pod�a kritéria 

3,121622 >=>−= nnkR ,                   (2.42) 

kde  k  = 11  je po�et dosiek s kladnými chybami a  n  = 38. Pri 5 %-nom riziku chybného rozhodnutia 
vidíme, že je vyvrátená hypotéza o neza�ažení výberu dosiek systematickou chybou. 

Skúškou asymetrie rozdelenia si overíme na homogenitu výberu dosiek. Vykonala sa pod�a 
rovnice: 

t=33 : µν ,                    (2.43) 

kde  ( )3
3 cxE −=ν   a ==

+
≈

+
≈ 374,0.657,4

538
6

67.1
5

6 33
3 n

σµ 1,74. 

Vo výbere dosiek je  ν3 = -1,06 (obecný moment), µ3 =1,74 (centrálny moment),   
t = 0,61.  Pri  t < 1 považujeme rozdelenie  chýb vo výbere dosiek za symetrické. 

Tvar histogramu empirických po�etností prekontrolujeme pod�a kritéria excesu rozdelenia 

3
4
4

2 −=
σ
ντ .                (2.44) 

Ke�  bude  τ2 > 0, histrogram empirických po�etností je špicatý,  τ2 < 0 plochý,  τ2 = 0 zhodný 
s Gaussovou krivkou. 

V skúšanom výbere dosiek  .039,13
76,7
06,34

2 >+=−=τ Histogram po�etností je špicatý. 
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Skúšky normality pomocou empirických momentov preukázali, že výber dosiek má systematickú 
chybu (konvexné dosky), histogram empirických po�etností je symetrický a má exces. Významnos� 
excesu, t.j. �i náhodný výber ešte patrí do základného súboru, môžeme overi� strednou kvadratickou 
odchýlkou σr triednych po�etností a Pearsonovým kritériom dobrej zhody. 

 

2.7.2 Skúška normality pomocou triednych po�etností 

 

Porovnanie histogramu empirických po�etností s Gaussovou krivkou v príklade 2.1 (obr. 2.6)  
ukazuje, akou mierou sa triedne po�etnosti približujú k normálnemu rozdeleniu. 

Stredné kvadratické odchýlky empirických triednych po�etností od normálnych po�etností pre 
skúmaný štatistický výber dosiek (uvedené sú v tab. 2.1), sme vypo�ítali zo vz�ahu: 

( )jjjr PPn −= 1,σ ,                   (2.45) 

napr. σr = 80,0)017,01(017,0.38 =− . 

Pod�a porovnania odchýlok  σr,j   s rozdielmi empirických a normálnych po�etností  ∆rj  v tab. 2.1 
považujeme zhodu výberu s normálnym základným súborom za uspokojujúcu, pretože rozdiely  ∆rj  
nepresiahli dvojnásobok odchýlok  σr,j. 

Pre výpo�et Pearsonovho kritéria dobrej zhody sme okrajové  triedy upravili tak, že ich po�etnosti 
boli 4 a 5. Potom veli�ina 

( )
� =

−
=

=

5

1

2
2 38,5

j j

jj

R

Rr
χ ,                  (2.46) 

j  = 5  je po�et upravených triednych skupín,  n´ sú nadbyto�né prvky (stupne  vo�nosti). 

Kritérium  2
αχ  pod�a tab. VII   pre j – k = 5 – 3 = 2 stupne vo�nosti a riziko  α = 0,05 je 5,99. Tri 

stupne vo�nosti sme použili na utvorenie spolo�ných sú�tov, strednej hodnoty a smerodajnej 
odchýlky. Platí teda  χ2 < 2

αχ . Pod�a výsledku skúšky Pearsonovho kritéria dobrej zhody pri riziku   

α = 0,05 konštatujeme, že empirické rozdelenie neodporuje hypotéze normality. Skúmaný štatistický 
výber môžeme považova� za vzorku vybranú zo základného súboru s Gaussovým rozdelením. 

Pod�a rozdelenia pravdepodobnosti empirickej strednej chyby platí o jej strednej hodnote: 

( ) mKmE =  ,                    (2.47) 

kde  K je zmenšujúci faktor o hodnote 0,80 až 1,0. Ke� pri súbore o ve�kosti n = 25 je  K  = 0,99 
v našom prípade pri  n = 38 položme  mm ≈ . 

Intervalový odhad možného výskytu chýb v snímkových súradniciach pri používaní dosiek firmy 
ORWO, je potom vyjadrený pravdepodobnos�ou pre σ = 1,67 

( ) ( )mm05.0mm05.033 <<−=<<− εσεσ PP .               (2.48) 

Príklad 2.2.  Pravdepodobnos� výberu rovinnej dosky (z príkladu 2.1). 

Pravdepodobnos�, že zo základného súboru dosiek vyberieme rovinnú dosku, vyjadruje interval 
spo�ahlivosti pre neznámu pravdepodobnos� 

( ) { }69,036,0 <<=<< pPpppP nd  

Interval spo�ahlivosti bol ur�ený z tab. XIX. [3] pre skúmaný výber  n = 38, v ktorom priaznivé 
prípady (rovinné dosky)  p0 = 20, nepriaznivé prípady q0 =18. 
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Najpriaznivejšiu hodnotu pravdepodobnosti  pn  vyjadruje sú�et pravdepodobnosti  Pj  v intervale 
(-0,01, 0,01) v tab. 2.1, kde je splnená podmienka rovinnosti dosiek:  pn = 0,44. 

Pravdepodobnos�, že nevyberieme zo vzorku o ve�kosti  n  ani jednu rovinnú dosku, pod�a 
binomického rozdelenia je ur�ená: 

nn qqp
n

00
0
00

=��
�

�
��
�

�
                     (2.49) 

Pravdepodobnos� opa�ného javu, že aspo� jedna doska bude rovinná, vyjadruje rovnica: 
nqP 01−=  , z toho dostaneme 

α=−= Pq n
o 1  ,                     (2.50) 

kde  α  je hladina významnosti rozhodnutia. 

Z upravenej rovnice (2.50), vypo�ítame ve�kos� vzorky  n  

( )P
n

−
=

1log
logα

 .                     (2.51) 

Vypo�ítané ve�kosti vzorky pri 95 % a 99 % spo�ahlivosti pre medzné hodnoty intervalového 
odhadu pravdepodobnosti, najpriaznivejšiu hodnotu pravdepodobnosti  pn = (0,19 + 0,24 +0,02)  a pre 

empirickú hodnotu pravdepodobnosti  �
�

�
�
�

� == 53,0
38
20

ep sú uvedené v tab. 2.2. 

Objem vzorky pre výber rovinnej dosky                                                                     Tabu�ka  2.2 

α  = 0,05 α  = 0,01 

pd  = 0,36 n = 6,7 ≈ 7 pd  = 0,31 n = 11,2 ≈ 7 

ph  = 0,69 2,6 ≈ 3 ph  = 0,73 3,5 ≈ 4 

pn  = 0,45 5,2 ≈ 5 pn  = 0,45 7,9 ≈ 8 

pe  = 0,53 4,0 ≈ 4 pe  = 0,53 6,1 ≈ 6 

 

Pri pravdepodobnosti  pe = 0,53 pod�a tab. 2.2 a 95 % spo�ahlivosti dosiahneme, že medzi štyrmi 
�ubovo�ne vybranými doskami najmenej jedna bude rovinná. 

 


