11. KOMBINOVANE VYROVNANIE
11.1 Vyrovnanie podmienkovych merani s neznamymi

Tento postup vyrovnania pouZivame v pripade, ked’ s pri vyrovnani nezndme veli¢iny viazané
podmienkami.

Majme n merani, r podmienok a k nezndmych, vtedy dostaneme (n + r) rovnic oprdv. Pri tom
musi platit’

n>r>k a n>r+k. (11.1)

Ako priklad riesenia si uved'me vyrovnanie $tvoruholnika s odmeranou uhloprieckou a netdplnym
meranim uhlov (10.1).
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A
v % P

Pi=P
Obr. 11.1. Vyrovnanie Stvoruholnika s nezndmymi x, y

Mdme odmerané uhly @, aZ @, auhlopriecku v Stvoruholniku s,; =s. Je potrebné urcit’

vyrovnané uhly @ a7 ax, vyrovnani dizku s, neznime uhly x, y anapokon vypocitat’ dizku s,.
Podl'a zadania je n="7,r=4 ak =2, ¢im st splnené vztahy (11.1).

Zostavime 3 uhlové podmienkové rovnice

a stranovd podmienkovii rovnicu s vyuZitim rovnosmernych a protismernych uhlov (obr. 11.1)

x, (0, +@,), o,

@, =sin x sin(@, — @, )sin w, —sin y sin(w, - @, )sinw, =0. (11.3)
Vseobecne to mdZeme napisat’

¢a(€1’ €29 *e gn’ x) y) 2, "') = 0’
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Oy Cay ooy Uy X, Y, 2, ) =0, (11.4)

¢7’(£1’ £27 ) Kn, X, y; 2y ...) = 0 .

Zavedieme oznaCenie v rovniciach (11.4) /7, =?i +v,, x=xo+dx, y=yo+dy, z=2+

dz, ... arovnice (11.4) linearizujeme rozvojom do Taylorovho radu

d d d
a;, = P, b, = % .. r e
d d d
A, =2 B, =% ¢ =%
ox dy 0z
(11.5)
d d d
A =% B =% c %
ox dy ox
V priklade sme vypo¢itali xo ayo zo vztahov: xo =200 - (@, + @, + @;) a
Yo =200% - (@, + @5 + @y ). Uzdvery v podmienkovych rovniciach vypo¢itame z rovnic
Ug = (fh KZa ees fm X0, Yo, 20 "') 5
Uy = (Eb 62’ (X} Ena X0 yOy 205 ) » (116)
u, = (Eb 62’ (X} gn’ X0 yOy 20 ) .
Pretvorené podmienkové rovnice budd mat’ tvar
av, +a,v, +..+a,v, +A,dx+B,dy+C,dz+..+u, =0,
by, +by,v, +..+b,v, +A,dx+B,dy +Cpdz+...4+u,=0 (11.7)
nv,+nv, +.. +ryv, +Adx+B,dy +C,dz+..+u,=0.
Na vyjadrenie podmienkovych rovnic v maticovom tvare zavedieme oznacenie
a a, ... a, 12 A, B, C,
b b, ... b v A, B, C
T 1 P2 2 b b b
Ala) =| . T Ve =L Few =) :
non r, v, A B, C,
dx u,
dy Uy
X(r1) = , u, ) =
(k1) = 7, (1)
. "
Podmienkové rovnice v maticovom tvare su
T
A(r,n)v(n,l) +F(r,k)X(k,l) +U(r!1) =0. (119)
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Nezndme opravy v; a x, y, z, .. podl'a zdsad vyrovnania MNS uréime z funkcie
vIPv=vIQ v =min, (11.10)
ktord rozsirime o vedl'ajSiu podmienku doplnend Langrangeovymi faktormi — korelatmi.

pp, 0 0 0. 0
0 p, 0 0.. 0

Funkcia (11.9) svéhovou maticou P, )= a vektorom koreldt

0 0 0 0.. p,

Q=v"Q'v-2k"(A"v + Fx +u)=min. (11.11)
Na urcenie minima funkcie (11.11) poloZime parcidlne derivacie podla v a x rovné nule

oQ

a—=2Q_1V—2kTAT =Q'v-Ak=0, (11.12)
v

9 o TF=FTk=0 . (11.13)
ox

Z rovnice (11.12) vypocitame vektor oprav

v=QAk =P Ak . (11.14)

Rovnice oprdv maju tvar

a; by n
Vl :_kl +_k2 +...+_kr,

P P P
b
vy =g+ 2 2k, (11.15)
1) P> )2%)
a b r,
v, =—""k +——ky,+..+—k, .
Pn P Pa

Za tcelom vypoctu korelat, rovnicu oprav (11.14) dosadime do rovnice (11.9) a pripojime rovnicu
(11.13)

ATQAK +Fx+u=0
. (11.16)
F'k =0
Rovnice v maticovom tvare su

k

X

u
0

ATQA F
F' 0

=0. (11.17)

Rovnice (11.16) v Gaussovej sumacnej symbolike maju tvar
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Z%kl +Za—bk2 +...+Zﬂk, +Adx+B,dy+C,dz+..u, =0,
p p p

Za—bkl +Z@k2 +...+zﬂk, +A,dx+B,dy+C,dz +...u, =0,
p p p

(11.18)

Zﬂk1 +Zﬂk2 +...+zzk, +A,dx+B,dy+C.dz+...u, =0,
p p p

Ak +Ak, +..+Ak =0,
Bk, +B,k, +...+ B,k =0,

C,k, +C,k, +...+C,k, =0.

Ked’ pouZzijeme rovnice (11.16), vektor korelat k a vektor v oprdv x neznamych veli¢in (uhlov)
vypocitame tak, Ze z prvej rovnice eliminujeme korelaty, ktoré dosadime do druhej rovnice (11.16)

k =—(ATQA)_1(FX+u)=—N_1(Fx+u) (11.19)
F'k =—F'N'(Fx +u)=-F'N'"Fx-F'N'u=0

x=—(F"N"F] ' F*™N "y | (11.20)

Pri vyrovnani podmienkovych merani s nezndmymi postupujeme tak, Ze po zostaveni rovnic oprav
(11.14) zostavime normalne rovnice v suma¢nom tvare (11.18) alebo v maticovom tvare (11.16).
Vypocitame koreldty zrovnice (11.19), ktoré dosadime do rovnice (11.14) a vypocitame opravy.
Z rovnice (11.20) vypocitame vektor neznamych x. Vyrovnané merané veli¢iny (v priklade uhly)

budu €i=Zi+vi anezndme veli€iny x=xo+dx, y=yo+dy, z=20+dz...

Jednotkovi strednti chybu vypocitame zo vztahu

TA-1
m, :1/%, (11.21)

kde r je pocet podmienkovych merani a k je poCet nezndmych.

Stcet Stvorcov oprdv vypocitame pouZitim rovnice (11.22)

viQ'lv=kTATQQ ' QAk, QQ'=E
1

vIQlv=kTATQAK. (11.22)
Podrla prvej rovnice (11.16)

ATQAk =—-Fx —u, potom

viQlv=-k"(Fx+u)=-k"Fx -k"u .

Podla druhej rovnice (11.16)je FTk =k "F=0.

Sticet Stvorcov vypocitame z rovnice
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vIQlv=-kTu=-u"k . (11.23)

Rovnicu (11.22) zvyc€ajne pouzivame na kontrolu vypocitanych oprav.
11.2 Vyrovnanie sprostredkujiicich merani s podmienkami medzi meranymi veli¢inami

Tento postup vyrovnania pouzivame vtedy, ked niekol’ko veli¢in, ktoré z merania odvodzujeme st
zname.

Napr. technickou niveldciou meriame prevySenia medzi bodmi P, aZ Ps. Jedno z prevySeni je
ur¢ené presnou niveldciou (h,3). Toto prevySenie ndm vytvara podmienku na vyrovnanie.

P, (H>=y) 5 P; (Hy=z)

=

Pi(H=x) Py(H=K})

Obr. 11.2. Vyrovnanie vySkovej siete

Su odmerané prevySenia L;= (i =1, 2, ... 5). Smer stiipania oznacuje Sipka. Pozname vySky bodov
P, a P;. Vo vztahu k jednému bodu (Py) ur€ujeme vysky troch bodov. Pocet merani (prevyseni) n =
5, pocet nezndmych (vySky bodov) m =3, pocet podmienok (jedno dané prevysSenie) r=1.

Pocet rovnic oprdv je totoZny s poctom merani. Vyrovnané merania L; + v; merania su
v sprostredkujicom funkénom vztahu s nezndmymi x, y, z...

L+v; = fi(x.y.2.....) (11.24)
v = fi(x, . 200) - L. (11.25)
Zvolime predbezné hodnoty neznamych x, yo, 2o, ..., (i = 3) podla vzt'ahu

x=x, +dx,

y=yo+dy, (11.26)
z=2z,+dz,

ktoré dosadime do rovnice (11.25)

v, = flxg +dx, y,+dy, zy+dz,..)-L, (11.27)
Rovnice (11.27) linearizujeme rozvojom do Taylorovho radu
v,=a;dx+bdy+cdz+..— 1, (11.28)
of; af; of;
kde a,:i, bl.zi, ¢, = f', o =L, =[xy, Ygr2g0)— L.
ox dy 0z
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K rovniciam oprav priddme podmienkové rovnice v tvare

Adx+ Aydy + Aydz+...+u, =0

Bidx+ B,dy+ Bydz+...+uz =0

Rovnice oprav v priklade zostavime podl'a schémy, napr. na urcenie vysky x bodu P,

x=H+L +v, ,

kde H je vySka bodu P,.

Rovnice oprdv a linearizované rovnice oprav budd

Vi= X -H -L,
V2 = y -H -L,,
vy = 2z —H -1Lj,
Vy= —X +Yy —-L,,
Vs = -y +z - Ls,
a podmienkova rovnica
-Xx +z =hy3

0=

Vztahy v rovniciach (11.28) a (11.29) vyjadrime rovnicami v maticovom zépise

Vi a b
Vs a, b,
MM E A = :
/
Kl A A A
Loy = |. ? ,F(f,k) =|B, B, Bj|,

l

n

Vi) = AwoXEn) Lo

F( )X () T () =0.

(11.29)
(11.30)
Vs = —dy +dz —/4
-dx +dz +u
c dx
¢ _|dy
. ) X(k’l) - dZ b
c, :
U
u(r,l) = Uz
(11.32)
(11.33)

Podrla z4sad vyrovnavacieho poctu pre korelované merania vektor x ur¢ime za podmienky

vIQ'v =min.

(11.34)

pri splneni vedlajSej podmienky definovanej rovnicami (11.32). Hlavni podmienku (11.34) rozsirime

o Langrangeové faktory — korelaty
a dostaneme

Q=v'Qlv+ ZkT(FTX + u): min.,

2k", ktorymi prendsobime vedlaj$iu podmienku (11.32)

(11.35)
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Pu Pi2--- Pu

P21 Pxn--- Pon| . o ..
. "| st matice vahovych koeficientov a

pnl pn2 pnn

ka
k =|kg| je vektor korelat.

Rovnicu (10.34) upravime do tvaru
vIQlv=x"AT- /M) Q'(Ax - £) =x"ATQ'Ax - x"ATQ/ - /"Q"Ax + /"Q ¢ =

=x"A"Q"'Ax - 2x"ATQ¢ + £'Q 4. (11.36)
Funkcia Q po dprave bude
Q=x"ATQ'Ax - 2x"A"Q"¢ + £'Q"¢ + 2k"F"x + 2k"u = min. (11.37)
Minimum funkcie € urcime, ked’ rovnicu (11.36) zderivujeme podl'a x a poloZime rovnu nule
a—Q:2ATQ‘1Ax—2ATQ‘1z+21<TFT=0 (11.38)
x . .
K upravenej rovnici (11.38), priddme rovnicu (11.33) a dostaneme normadlne rovnice.
ATQ'Ax + Fk-ATQ¢ =0

F'x +u=0. (11.39)
Rovnice (11.39) v Gaussovej sumacnej symbolike maju tvar
S iy Py y C g Ak, 4Bk Y L 0=0,
P P P P

ab

bb b b
zpdx+zpdy+zpcdz+A2kA + Bk, —Z;fzo,

Adx+ Aydy+ Aydz +u, =0,

B,dx + B,dy + Bydz+uy =0,

Rovnice (11.39) mdZeme zapisat’ tieZ v tvare

X
k

ATQY

—u

ATQ'A F
FT 0

=0. (11.40)

RieSenim rovnic (11.39) nezndme x a vypocitame koreldty Kk, pomocou ktorych vypocitame
opravy (11.32)

X=—(FT)_1u. (11.41)

-ATQ'A (FT )_1 u +Fk-ATQY=0
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k=F'ATQ'A (FT )_1 u +F'ATQ .
Za ti¢elom kontroly vynasobime rovnicu (11.32) zlava ATQ™!
ATQ'v=ATQ'Ax-ATQ 'z
Porovndme rovnicu (11.43) a prvid rovnicu (11.39) a dostaneme kontrolni rovnicu
ATQ'v=-Fk
a tieZ vypocet oprav
v=—(A"Q"')"Fk.
Nezndme vyrovnanim obsahuje vektor X' =|dx dy dz..]
X=x,+dx , y=yot+tdy, z=2z,+dz,..

Jednotkovi strednd chybu vypocitame zo vztahu

/vTQ_lv
my = P ’
n

kde n"=n—k + r.V naSom priklade n"=(5-3+1)=3.

(11.42)

(11.43)

(11.44)

(11.45)

(11.46)

(11.47)
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