1. BINOMICKE ROZDELENIE PRAVDEPODOBNOSTI

[lustraciou vzniku normélneho rozdelenia je binomické rozdelenie. Binomické rozdelenie
vznikd pri opakovanych pokusoch, pricom ide ojav alternativny (bud’ nastane alebo
nenastane). V nddobe mame bielu a Ciernu gulicku. Pravdepodobnost vytiahnutia bielej
gulicky (jav A) ozna¢ime p = 1/2, pravdepodobnost’ vytiahnutia ¢iernej gulicky (jav B = jav
A) oznacime g = 1/2, plati teda p + g = 1. Urobime s tahov za sebou, pricom gulicku vzdy
po tahu vloZime spit a znova zamieSame. Pravdepodobnosti p, ¢ st pri pokusoch
kons$tantné a vysledky pokusov su vzdjomne nezdvislé. MoZeme dostat’ tieto (s + 1) rdzne
vysledky: biela gulicka (A) sa objavi 0, 1, 2, ...., s-krat. Pravdepodobnosti vSetkych moZnych
vysledkov série s pokusov zostavime do prehl’adnej tabul'ky, kde ndhodnou veli¢inou x
bude pocet javov A.

Pocet MozZné Vyskyt javu A Pravdepodobnost’
pokusov varidcie varicie
1 A 1 p
B 0 q
2 AA 2 P
AB 1 rq
BA 1 Pq
BB 0 q
3 AAA 3 IS
AAB 2 P g
ABA 2 Pq
BAA 2 P g
ABB 1 g’
BAB 1 g
BBA 1 g’
BBB 0 q

Pri jednom pokuse mdme 2' =2 mozné vysledky. Maji pravdepodobnost P, =p, Pg
= g aich sucet ZP= p+qg=1.

Pri dvoch pokusoch mdme 2 =4 moZné varidcie vytiahnutia guli¢iek. Nakoniec nezalezi
na poradi vytiahnutych guliciek, ale na pocte bielych.

PAAZpZ,PAB=2pq, PBB:qZ’
x=2, x=1, x=0

a ich sucet




Y P=p +2pq+q’ =(p+q) =1.
Pri 3 pokusoch vznikd 2% = 8 varidcif
Pui ="y Puy=3p"q, Py =3pq’°, Py =9,
x=3, x=2, x=1, x=0,
ich sucet je
s (1) (1)1 1y1)y (1Y
Zr=rareesm v =G =] {3 ) (343 ) 3] -

:1+31+31+1:L
8§ 8 8 8

KaZzdy c¢len radu uddva pravdepodobnost’ pre ten pocet javov A, kol'ko uddva mocnitel
u jeho pravdepodobnosti p. VSeobecne pre s pokusov dostaneme binomicky rad.

(p+q) =|" |p°q +| " |p'a +| . |22 +..]0 g+ |pig® =1. (1.1)
0 1 2 s—1 s

s s—1 S 2 s-2 s—1 s _
=q’ +spq +(2jp q " +..spg+p =1, (1.2)
=P +PR+P+...+P_ +P =1.

Vseobecny ¢len binomického radu ma tvar

!
P(x:k):(li]p"qs"‘ :mlakqs_k , kde k je celé &islo, (1.3)

uddava pravdepodobnost’ pre hodnotu & ndhodnej veliCiny, Ze v sérii s pokusov sa jav
A objavi k-krét.

Rad (1.2) dava binomické rozdelenie pravdepodobnosti pre nahodnu veli¢inu x, t.j.
uddva pravdepodobnost’ vyskytu pre kazdud jej moznud hodnotu. V rovnici (1.3) je sucin pkqs'k

s
elementarnou pravdepodobnostou jednej varidcie s pocetnostou k javu a (}J je pocet

s
varidcii, ktorymi sa pocetnost’ k uskutociiuje. Zoradené koeficienty (k] radu (1.2) davaja

pre rozne s znamy symetricky Pascalov trojuholnik, ich sic¢et N = (1 + 1)’ =2° je po¢tom
moZznych vysledkov v sérii s tahov.

Koeficienty (}j s N=2 100% (Z] 08
1 0 1 100
1-1 1 2 50-50
1-2-1 2 4 25-50-25
1-3-3-1 3 8 12-38-38-12
1-4-6-4-1 4 16 6--25-38-25-6

1-5-10-10-5-1 5 32 3-16-31-61-16-3
1-6-15-20-15-6-1 6 64 2:9-23-31-23-9-2



Kazdému poctu s opakovanych pokusov a ur¢itym pravdepodobnostiam p a q prislicha

samostatny zdkladny sudbor vSetkych moZnych vysledkov s ur€itym charakteristickym
rozdelenim pravdepodobnosti.

Priklad 1: V nidobe mame biele acierne gulicky v pomere 3:1. Pravdepodnost
vytiahnutia bielej gulicky (jav A) je preto p = 3/4 a vytiahnutie Ciernej (jav non A) g = 1/4.
Pre sériu 4-och pokusov méZeme dostat’ jeden z 5-ich r6znych moZnych vysledkov, kazdy ma
ind pravdepodobnost’ P(x), ktord ur¢ime podl'a rovnice (1.2):

Pocet bielych
guli¢iek v sérii Styroch 0 1 2 3 4 z
pokusov x =

(p+q)° q 4pq’ op’q’ | 4p'q ' 1

[ a2 s | aos 8| 2%

Pravdepodobnost’ 256 256 256 256 256 256

P(x)
P(x) v % 0,4 4,7 21 42 32 100

Priklad 1 ndm charakterizuje nesymetrické rozdelenie pravdepodobnosti ak p # ¢
(obr. 1.1).
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Obr.1.1. Binomické rozdelenie pravdepodobnosti (nesymetrickd pravdepodobnost) pri p :i

Stbory so symetrickymi pravdepodobnost’ami. Zvlastny a vel'mi ddlezity je pripad,
ked pravdepodobnosti p = g = % (obr.1.2). Pokusy srovnakym mnoZstvom bielych
a Ciernych guliciek, pre hody mincami, pre hody kockami (parne ¢islo - neparné cislo), sa
vyskytne aj v tedrii meracskych chyb.



V tomto pripade sa

binomicky

k s—k K
k s_k 1) (1j (1j : : :
=|—||—= =|—| su konsStantné
pa (2 2 2
s 1 1 * 1 S S
+q) =| -+ | =|1+s+ +...+ +s+1|=
(p+a) (2 2) 2{ (zj (s—zj }

= P+P+P+...+P ,+P_+P =1.

Pravdepodobnost’, Ze sa vo vysledku série

A( p= %j , je dand ¢lenom

p(x:k):z{,@ |

rad (1.2)

zjednodusi,

pretoze

suciny

(1.4)

(1.5)

s opakovanych tahov k-krat objavi jav

(1.6)

s
Koeficienty (kj st zostavené v Pascalovom trojuholniku na str. 4 a vedla neho su aj

. . 1.
pravdepodobnosti P(k) vyjadrené v percentach. Strednd hodnota pre p = 5 je

E(x)= ixiP(xi)z sp = ;s .
i=1
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Obr. 1.2. Symetrické binomické rozdelenie pravdepodobnosti p = ;
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Priklad 2: HddZeme naraz 6 mincami. S akou pravdepodobnostou mdzeme ¢akat’ urciti

pocetnost’ x Statnych znakov ? Tu s =6, p = 1/2 apouzijeme koeficienty v Pascalovom
trojuholniku:
X 0 1 2 3 4 6 X
Pa=x) | 1| 6| 15| 20| I 1 e
64 64 64 64 64
P(x) v % 1,6 9.4 234 31,2 234 1,6 100




S rasticim poc¢tom s pokusov dostdva histogram stdle zretel'nejsi tvar hladkej zvonovitej
krivky.

Takto dostaneme pre s — oo spojiti zvonovitd krivku, krivku Gaussovu. Obidve jej vetvy
sa blizia asymptoticky k osi X, plocha vymedzena krivkou a osou X je vSak konecna a je
100 % = 1. Tento limitny pripad vedie k -tzv. ,,normdlnemu rozdeleniu* pravdepodobnosti.
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Obr. 1.3. Gaussova krivka
Variancia nahodnej veli¢iny

Jednotlivy pokus s =1 modze mat’ vysledok x; =1 s pravdepodobnostou P(x = x;)=
= p; = p, alebo x, = 0 s pravdepodobnostou P(x = x;) = p, = g. Tie isté pravdepodobnosti
budd mat’ iodchylky vysledkov od strednej hodnoty E(x) = sp = p, ako i Stvorce tychto
odchylok. Strednd hodnota Stvorca odchylky pre jednotlivy pokus je

E(AZ):E{X_E(X)}Z =E(x—p)2 = pl(xl _p)2 +p2(x2 _p)2 =

2
=p[1—p] +qp’ = pq’ +qp’ =pq{q+p}=pq.
— —

q 1

Pre s pokusov bude variancia suctom variancii z jednotlivych  pokusov
Vx+y+z+..)=V(x)+V(y)+V(z)+..)

V(x) =0’ =FE{x- E(x)}2 = E(A)2 = spq (1.7)
a smerodajnd odchylka
O =./spq .

V pripade symetrického rozdelenia p =g = 1/2.

, S 1
Vix)=c il 2\/§ (1.8)



