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8.   VYROVNANIE  OBOJSTRANNE  PRIPOJENÉHO  A ORIENTOVANÉHO 
       POLYGÓNU  MNŠ 

 

Dané sú súradnice po�iato�ného ( )AA xyA ,  a koncového bodu ( )BB xyB ,  a pripojovacie smerníky 
σAC , σBD . Tieto hodnoty považujeme za bezchybné. Merané sú uhly ( )iω  a d�žky ( )is , u ktorých 
poznáme ich stredné chyby mωi  a msi  (obr. 8.1). Úlohou vyrovnania je vypo�íta� súradnice polygónových 
bodov z vyrovnaných uhlov a d�žok 

AA ωω = + vωA   , Aωω =1 + vω1  , . . .   , 

11 AA ss = + vsA1  , 1212 ss = + vs12  , . . .  .                                        (8.1) 

 
0br.8.1.  Obojstranne pripojený a orientovaný polygón 

Vyrovnanie je možné len vtedy, ak je dodržaný princíp redundancie, t.j. aby bolo odmeraných viac 
veli�ín ako je potrebné k výpo�tom.  Pre   m  nových polygónových bodov je   2m  neznámych (y, x). 
K dispozícii je  (m+2) uhlov a (m+1) strán, spolu (2m +3) meraní, teda 3 nadbyto�né merania. Pre 
podmienkové vyrovnanie obojstranne pripojeného a orientovaného polygónu môžeme zostavi� 3 rovnice 
s podmienkami. (Poznámka: Polygón je tiež možné vyrovna� postupom sprostredkujúcich meraní). 
Celkový po�et bodov v polygóne je  
n = m + 2. Pre vyrovnané smerníky, (obr.8.1), platí: 
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Rovnicu s podmienkami pre uhly  môžeme napísa�    

( ) ( ) 0200121 =−−−−+++ ACBD
g

BA n σσωωωω .                          (8.3) 

Podobne môžeme napísa� dve  súradnicové rovnice s podmienkami: 
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( ) 0sinsinsin 22121211 =−−++ ABBBAA yysss σσσ ,                                 (8.4) 

( ) 0coscoscos 22121211 =−−++ ABBBAA xxsss σσσ .                      (8.5) 

Odmerané hodnoty uhlov a d�žok dosadíme do rovníc (8.3) až (8.5).  

( ) ( )
��������� ���������� �� 1
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U

n ACBD
g

BA σσωωωω −−−−+++ + vωA  + vω1 + vω2 + vωB =  0.               (8.6) 

 ( s A1 + vsA1) sin( 1Aσ  + vωA) +( s 12 + vs12) sin(σ 12 + vωA + vω1) + 

+ ( s 2B + vs2B) sin(σ 2B + vωA + vω1 + vω2) - ( )AB yy − = 0,                 (8.7) 

( s A1 + vsA1) cos(σ A1 + vωA) +( s 12 + vs12) cos(σ 12 + vωA + vω1) +  

+( s 2B + vs2B) cos(σ 2B + vωA + vω1 + vω2) - ( )AB xx − = 0.                                  (8.8) 

Výrazy v zátvorkách funkcie sin a cos upravíme pod�a vz�ahov 

sin(α + β) = sinα cosβ  +  cosα sinβ ,                 

cos(α + β) = cosα cosβ  -  sinα  sinβ . 

Pre malé uhly vω platí: cos vω = 1   a  sin vω =
vcc

cc
ω

ρ
  (�alej použijeme ρ bez ozna�enia rozmeru). V 

tomto zmysle upravíme rovnice (8.7) a (8.8). 
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�alej pokra�ujeme v úpravách 
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Nakoniec upravíme �as� rovnice, ktorá obsahuje opravy uhlov: 
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Upravenú �as� rovnice (8.9) dosadíme spä� do rovnice (8.9) a dostávame tzv. pretvorenú  rovnicu 
s podmienkou (8.7). Podobným spôsobom odvodíme druhú súradnicovú podmienkovú rovnicu (8.8). 
Uhlovú pretvorenú rovnicu s podmienkou získame z rovnice (8.6). 

vωA  + vω1 + vω2 + vωB + U1 = 0,                       (8.10) 
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pri�om uzávery rovníc s podmienkami vypo�ítame zo vz�ahov 

( ) ( ) ωσσω OnU ACBD
g =−−−−=� 20011  ,                     (8.13) 

( ) yAB OyyyU =−−∆=�2  ,                       (8.14) 

( ) xAB OxxxU =−−∆=�3  .                       (8.15) 

Vo výpo�toch sa objavujú predbežné hodnoty vypo�ítané z neopravených odmeraných uhlov a d�žok, 
napr.: .x,y,y,x,sin ∆∆σ Tieto hodnoty prevezmeme z predbežného (približného) výpo�tu polygónu, 
zvláš� pre vyrovnavané uhly a zvláš� pre súradnicové prírastky. 

�alší postup výpo�tu pri vyrovnaní meraní s podmienkami je pomocou korelát (Lagrangeových 
koeficientov). Pretvorené rovnice s podmienkami (8.10) až (8.12) môžeme napísa� vo všeobecnom tvare 

� av  + U1 = 0, 

�bv  + U2 = 0,                          (8.16) 

� cv   + U3 = 0. 

V maticovom zápise, s rozmermi prvkov matíc  A  a vektorov  v,  u,  k budú rovnice s podmienkami   

( ) ( ) ( ) 01313 =+ ,,nn, uvA T , kde                        (8.17) 
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je matica koeficientov pretvorených rovníc opráv 
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          vektor opráv      uzáver vektorov    vektor korelát 

Vyrovnanie obojstranne pripojeného a orientovaného polygónu MNŠ vyžaduje zoh�adni� rozdiel 
v presnosti meraných uhlov a d�žok zavedením váh. Prvky  matice váh  P  zostavíme pod�a rovníc (7.9). 

Rovnice opráv vyjadruje rovnica 

( ) ( ) ( ) ( )1,33,
1
,1, = kAPv nnnn

−   .                        (8.19) 

Koreláty vypo�ítame z rovnice 

( ) ( ) ( ) uAPAuNk 1T 1
)1,3(3,3

1
1,3

−−− −=−= .                         (8.20) 

Pomocou korelát vypo�ítame z rovníc (8.18) opravy. Opravy pripojíme k odmeraným uhlom a 
d�žkam (8.1) a tak dostaneme vyrovnané uhly a d�žky. Z nich vypo�ítame definitívne súradnice 
polygónových bodov. Jednotkovú strednú chybu vypo�ítame zo vz�ahu (7.22). 

�alej prekontrolujeme výpo�et opráv vz�ahmi (8.17), (7.16) 

0=+ uvA T     a 

ukPvv TT −= . 

Vypo�ítame kovarian�nú maticu odmeraných uhlov a d�žok  Cωωωωs (7.25 ). 

Názorne si to ukážeme v príklade 8.1 

 
Príklad 8.1. Máme dané súradnice pripojovacích bodov 15, 16  a smerníky 4163215 , −− σσ . Odmerané boli 
uhly 1652652552415 ,,,, ωωωωω  a d�žky 1652652652552552452415 −−−− s,s,s,s . Charakteristiky presnosti 

merania sú 5,25 == s
cc mmω mm. Úlohou je vyrovna� odmerané uhly a d�žky v polygóne a vypo�íta� 
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súradnice bodov 5524, 5525, 5526 (v skrátenom zápise 524, 525, 526) MNŠ pod�a meraní s 
podmienkami. 

 

Obojstranne pripojený a orientovaný polygón 
Dané údaje 

  �íslo bodu       y                 x                    σ        uhol               strana 
 
    32               0,000                0,000   127,75700  = sigma15 - 32 
    15     406583,690    1288781,110                             237,48930      116,110 
   524                                                                             211,48630      115,190 
   525                                                                             141,53680      132,930 
   526                                                                             182,68780      126,170 
    16     406228,500    1289027,410                             180,90430 
     4                0,000                0,000   281,86750  = sigma   16-   4 

 
Matice koeficientov pretvorených rovníc opráv (A) (8.18), uzáverov rovníc s podmienkami  u  

(8.13) až  (8.15) a váhových koeficientov (P) sú: 
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Váhové koeficienty boli ur�ené pod�a vz�ahov (7.11): ps = 1, 09,1
)/25.(

25
2

==
ccccs

p
ρω , kde s = 

122 m je stredná hodnota d�žky. �leny matice A boli vypo�ítané z približných súradníc polygónu, daných 
súradníc bodov 15, 16 a pripojovacieho smerníka 416−σ . Prvých 5 st�pcov bolo vypo�ítaných s použitím 
vz�ahov pre odmerané uhly a posledné 4 st�pce s použitím vz�ahov pre odmerané d�žky (8.18). 

Približné (nevyrovnané) súradnice polygónu: 
�íslo bodu     y0                                x0                       0σ                uhol             strana 

     15     406583,690    1288781,110   365,24630    237,48930      116,110 
   524     406523,406    1288880,344   376,73260    211,48630      115,190 
   525     406482,237    1288987,926   318,26940    141,53680      132,930 
   526     406354,743    1289025,552   300,95720    182,68780      126,170 
     16     406228,588    1289027,449   281,86150    180,90430 

Opravy vypo�ítané pod�a rovnice (8.19) sú: 
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Vpravo uvedené opravy boli vypo�ítané postupom vyrovnania vloženej polygónovej siete metódou 
sprostredkujúcich meraní (Bitterer, L.: Vyrovnávací po�et). Z porovnania opráv ur�ených vyrovnaním 
s podmienkami a sprostredkujúcimi meraniami môžeme konštatova�, že vyrovnanie MNŠ vedie prakticky 
k rovnakým výsledkom bez oh�adu na to aký postup vyrovnania použijeme. O vo�be metódy vyrovnania 
rozhoduje efektivita výpo�tov a interpretácia výsledkov meraní.  

Kontrola vyrovnania (8.17) , (7.16) 
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Jednotková stredná chyba (aposteriórna) 86,59
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10750
0 ===

r
Pvv T
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Pri vyrovnaní sprostredkujúcimi meraniami bola  σ0= 59,66. 

Maticu kofaktorov vypo�ítame zo vz�ahu (7.25 )  ( ) ( ) 1T1TT11 APAPAAPPQ −−−−− −=
1

9,9 . Prvky 

stopy matice kofaktorov sú 

( ) �
=

==
9

1i
iiQtr A  (0,63 0,713 0,731 0,71 0,648 0,605 0,526 0,614 0,492). 

Stredné chyby odmeraných uhlov a d�žok sú: 

cc
11015 5,4763,086,59 === Qσσ ω , mm6,46605,086,5966052415 ===− Qs σσ , 

cc
220524 5,50713,086,59 === Qσσ ω , mm4,43526,086,59770525524 ===− Qs σσ , 

cc
330525 2,51731,086,59 === Qσσ ω , mm9,46614,086,59880526525 ===− Qs σσ , 

cc
440526 4,5071,086,59 === Qσσ ω , mm0,42492,086,5999016526 ===− Qs σσ , 

cc
55016 2,48648,086,59 === Qσσ ω , . 

Vyrovnané uhly a d�žky sú uvedené v zozname vyrovnaných súradníc bodmi polygónu. 
 
Vyrovnané súradnice polygónu sú: 

        �íslo bodu         y                                 x                            σ               uhol              strana 

     15     406583,690    1288781,110   365,24464    237,48764      116,089 
   524     406523,414    1288880,324   376,73076    211,48612      115,153 
   525     406482,255    1288987,871   318,26875    141,53800      132,974  
   526     406354.719    1289025,508   300,95929    182,69053      126,234 
    16      406228,500    1289027,410   281,86750    180,90821 
                                           � s = 490,450. 


