6. STREDNA ELIPSA CHYB

Na rozdiel od kapitoly 4.4 ucebnice Bitterer, L.: Vyrovndvaci pocet, kde si parametre elipsy
strednej chyby odvodené aplikdciou zdkona hromadenia strednych chyb, v tejto kapitole odvodime
parametre strednej elipsy chyb zo vztahov rieSenia normalnych rovnic.

V kap. 5.1 st uvedené vzt'ahy na vypocet strednych chyb vyrovnanych sdradnic bodu P(y, x) m,
am,(5.16) m,=6,,/Q, a m =6,40, ,kde O, aQ, sd vdhové koeficienty, ktoré leZia na

diagondle inverznej matice vahovych koeficientov (5.17) a ¢y je jednotkovd stredna chyba
(aposteridrna)

ny ny
Qxy Qxx

Viéhové koeficienty vieme tiez vypocitat’ rieSenim neznamych dy a dx zrovnice (5.12)
A"PAz+A"PA £ =0.

S ohl'adom na popis vektorov a matic napr. v kap. 5.1, majd normdlne rovnice tvar

(Z paa)dy + (Z pab)dx+ ZPM =0,

Qo= N(_21.2) =

(> pab)dy + (3" pob)dx+ > pbt =0 . 6.1)
Nezndme dy adx vypocitame elimina¢nou metédou. Prvi rovnicu vynasobime koeficientom
2. pab C . .. 3 ) L . > pab
- a pripocitame k druhej rovnici (6.1). Druht rovnicu vynasobime koeficientom —
Y. paa > pbb

a pripoc¢itame k prvej rovnici (6.1). Striedavo vylic¢ime dy a dx

(Zpbb— %Zinab]dx{Zpbf— %Zgisz]:o,
pab > pab

(Z paa — %pbb > pab] dy + (Z pal — S b > pbe] =0. (6.2)

Zjednoduseny zdpis rovnic (6.2) bude

(S pbb.1)dx+Y pbr.1=0,

(Z Paa-l)dy+2pa€.1:0 )

Podla vety ,koeficient nezndmej v poslednej redukcii je zarovenn jej vahou, plati pre vadhy
nezndmych

’

P, =Zpaa.1:

Yy

p, =) pbb.l= Ql . (6.3)

XX

Rovnice (5.16) m6Zeme potom tieZ napisat’

(o]
my :O-OHny :% ,
Zpaa.l
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O
L= Q, =2 (6.4)
e VD pbb.1

Upravme prvé Cleny rovnic (6.2)

Z paa.l= Z paaz pbb — Z pabz pab _ B
' > pbb > pbb

Z b1 = Z paaz pbb — z pabz pab _ B ' 65)
Z paa Z paa

Rovnice (6.4), ktoré vyjadruju stredné chyby sturadnic s ohl'adom na rovnice (6.5) zapiSeme

s g2 2P

m; =0,
Y B

2 2P =0,0,, . (6.6)

— g2 2 _
=0,0,, , m; =0, B

Stredna polohova chyba bude

2

(oF
m’ :mi +m? :?O(Z:pbbﬁLZPaa). (6.7)
Ak za koeficienty a, b, z kap. 5.1 dosadime

_ COos ¢i cc

a, = P a b= P, dostaneme pre vyraz v zatvorke rovnice (6.7)

sin @,
1 1 -

S S .

1 1

Zpaa—kZpbb:p{pl(cosz (2 +sin’ ¢1)+ P2(0052 0, +sin’ ¢2)+"'J:

st 53
PP Py
=p2(—21+—22+...+—2]. (6.8)
S % Sn

Podobne je mozné upravit’ aj vyraz B v menovateli rovnice (6.7) 1 ked bude zlozitejsi.

KonStantnd hodnota m, v rovnici (6.7) znamend, Ze bude splnend pre rézne hodnoty strednych
chyb suradnic. Vyraz v zitvorke rovnice (6.7) je zavisly iba od vzdialenosti s; odmeranych po uréeny
bod. Podobne aj vyraz B je zavisly od vzdialenosti a smernikov @.

Chceme vediet, ako sa meni strednd chyba v jednotlivych smeroch akde leZi jej maximdlna
hodnota. Predpokladdme, Ze extrémne hodnoty lezia na suradnicovych osiach pootoceného
stradnicového systému Y’, X’ ouhol w oproti systému Y, X (obr. 6.1). V dal§ich vztahoch

v zaujme zjednoduSenia rovnic nebudeme uvadzat’ vahovy koeficient p.

Pre tito polohu poto¢eného stiradnicového systému o uhol ybudu smerové koeficienty

o= poso=y) p=—pSinle=¥) 6.9)

S s

a ich sucet Stvorcov

2 _ 2 _ 2 —
S lal = z(cos (P -w)  cos’(p,—y) ,  cos’(g, 1//)].

=P 2 2

2
Sl SZ Sn

Najprv rovnice (6.9) rozvinieme podla pravidiel goniometrickych funkcii pre rozdiel uhlov,
umocnime a spocitame
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’
a =

£

COS QCOS W + sin @sin ) =acosy —bsiny
N

a’a’=a* cos’ w—2absinycosy +b’ sin” y,

Za'a'z(Zaa)c032 w—(> ab)sin 2p+(> bb)sin® v (6.10)

\+Y'

(a)=E

X
w(a)
+X

Obr. 6.1. Stredna elipsa chyb
Podobne dostaneme

) _ ) _ .2 _
Zb,b,:p{sm (9, -y) sin’(p,—y),  sin’(p, w)j,

2 2 2
8, 85 s

n

b'=—B(Sin(pcosl/l—cos(psinl//)=bcosl//+asinl//,
s

b’b’=b” cos’ ¥+ 2absinycosy +a’ sin’

S b = (3 bb)cos® y+ (3 ab)sin 2y + (3" aa)sin® y. 6.11)
Stredné chyby pre pootogeny stradnicovy systém Y’, X o uhol  budi
mf = O'S ;) v 2%)2 ((Z bb)cos2 v+ ( aa)sin2 v+ ( ab)sin 21//), (6.12)
m> =0, < —O-—g ((z aa)cos2 + ( bb)sin2 - ( ab)sinZ )

¥ =00 T T, v v v

Aby hodnoty strednych chyb na posunutych osiach mali extrémne hodnoty, ich prva derivicia
musi byt rovnd nule. Za tym ucelom postaci derivovat’ Citatelov v rovniciach (6.12)
a 7 7 a b/b/
raa b 6.13)
Iy Iy

Po derivacii rovnic (6.10) a (6.11) dostaneme
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&)Za:;'a' _ _2( aa)cos ysiny — 2( ab)cos 2y + 2( bb)sin wcosy=0.

Po tprave oboch derivicii vypocitame uhol
- ( aa)sin 2 — 2(2 ab)cos 2+ (Z bb)sin 2 =
=(Xbb - aa)sin 2y — 2(3 ab)cos 2y =0 ,

22,ab (6.14a)

gAYy =——— .
i >bb—->Y aa

aza:;b =—2( bb)siny/cosy/+2( aa)sinl//cosy/+2( ab)cosZy/:O,

= - (Z bb)sin 2+ ( aa)sin 2+ 2( ab)cos 2p =
= (X aa -3 bb)sin 2y + 2(X ab)cos 2w =0,
s biz_“zb_aa , (6.14b)
Uhol pootocenia hlavnej osi strednej elipsy chyb bude
20,,

22 ab
Bl e T
be ~ Z » 5 arctg 0.-0. . (6.15)
B

182y =

2» ab
V= % arctg[z—] = % arctg

be—Zaa

V z4ujme vyrieSenia rovnic (6.12) upravme goniometrické funkcie tak, aby sme vyuZzili funkcie
(6.15). Do rovnic (6.12) dosadime vyrazy

sin? W:%, cos? ;//zM, ked (6.16)
cos 2y = ! = ! = 1 -
Vivway | osa Y [(Sbb-Yaa) +4(Sar)’
Y bb—-Y aa (Xbb -3 aa)’
_ >bb-> aa :be—Zaa , 6.17)
JEbb-Y aa)’ +4(3ab)’ c
kde C=+(Xbb-Yaa) +4(Lab)’ .
Z rovnic (6.14) a (6.17) vyjadrime funkciu
. 2>ab  Ybb—->aa 2> ab
sin 2y = tg2w cos 2y Sbb_3 aa c c (6.18)

DalSie funkcie sa
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>bb—-> aa

Sin2W21—COSZW: C :C—be+2aa ’
2 2 2C
N >bb—-> aa
COSZV/=1+C082W= C :C+be—2aa. 6.19)
2 2 2C
Rovnice (6.10) a (6.11) po dosadeni funkcii budd
, C+be—2aa} 2zab (C—be+2aaj

aa =Y aa ab—— bb =
= = ( 2C & C 2 2C

(X aa+Y 0b)+Y aay vb~ (Y aa) 43 ab) (X ob) +> aay bb
= e =

— 2 —
_C(Xaa+3bb)-C* _Yaa+3¥bb c’ 6.20)
2C 2
ked —C? =—(Xbb)’ — (T aa)’ +2Y aay bb—4(3 ab)’.
Analogicky uré¢ime
S b = Zaa+2bb+C 621)
2
Stredné chyby v novom siradnicovom systéme podl'a rovnic (6.6) budd
+>» bb+C
P Z“a Z (6.22)

—O'O Zaa+2bb C

Stredna polohova chyba bude rovnaka ako v rovnici (6.7)

mIZ, sz» +m> z%f’z(Zaa + be).

Hodnota vyrazu C (6.17) je vidy kladnd. Maximum z rovnic (6.22) bude mat’ t4 rovnica, v ktorej

je +C
aa+ ) bb+C
a’=m’, = Z z pre smer hlavnej poloosi ¥, =y (6.23)

aminimum s -C

b2 = Zaa+2bb C

in = pre smer vedl'ajSej poloosi ¥, =y +100%. (6.24)

Elipsa vyjadrena parametrami a, b v rovniciach (6.23) a (6.24) sa nazyva stredna elipsa chyb.

Ak budeme postupne menit’ smer ¥ stradnicového systému elipsy strednej chyby a hodnoty m,,
m, vypocitané z rovnic tpitnice elipsy

m; =a’cos’ y+b’sin’ y, (6.25)
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2 2.2 2 2
m;=a”"sin“y+b"cos” y,

zobrazime na suradnicovych osiach, dostaneme uzavretd krivku, ktord zobrazuje strednd chybu
uréenia polohy bodu vo vSetkych smeroch. Grafické zobrazenie rozloZenia strednej chyby okolo
urcitého bodu zjednodusene zobrazujeme elipsou s parametrami a, b, z ktorej je odvodend tpitnica.

Ak pri vyrovnani pouZivame maticové rieSenie, je vyhodné vypocitat’ poloosi elipsy strednych
chyb a, b pouZitim vdhovych koeficientov (5.16)

m; =050, , m: =040, . (6.26)

Podrla rovnice (6.4) je Q”, =

be Zaa
I a Q.= 5 . Po dosadeni Q  a @, dorovnic (6.23)a

(6.24) dostaneme
+ +
g2 QutQut0

’

2
+ —
b? = O'g QW—%’CQ ) (6.27)

pricom je vzdy Q > 0 (kladné) a rovna sa

0*=(0.-0,)+40,.) . (6.28)
Smer ¥ vyjadrime vztahom
2 e
tg2y = _20n : (6.29)
0.~ ny

Kvadrant smernika hlavnej polosi strednej elipsy chyb zdvisi od znamienka Q,, v matici Q = N
(kovariancie o). Ak hodnota Q,, je kladnd, smer hlavnej poloosi strednej elipsy chyb je 1. alebo 3.
kvadrante. Ak hodnota Q,, je zdpornd je 2. alebo 4. kvadrante.

Pomocou rovnic (6.27) vypocitame parametre elipsy a, b aj pre body vyrovnané skupinovo,
napr. pri vypocte polygénu s vyrovnanim MNS. Pre prvy bod pouZijeme vdhové koeficienty Q;;, O,
Q1> . Pre druhy bod Qs3, Qu4, Qss a podobne aj pre d’alSie body.

Ak a = b ide o strednd kruznicu chyb s polomerom r =a = b.

Priklady na vypocet parametrov strednej elipsy chyb ndjdeme v kapitole 5.
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