4. ZAKLADNE TRIGONOMETRICKE ULOHY

4.1 Podprogram na vypotet smernika a dizky strany v jazyku fortran

Podprogram je zostaveny na vypocet v dvojitej presnosti (DOUBLE PRECISION)

C

C — PODPROGRAM SMERNI (VYPOCET SMERNIKA A DLZKY STRANY)

C

SUBROUTINE SMERNI (DY,DX, SIGMA,S)
DOUBLE PRECISION FI,LRADIAN,DY,DX,SIGMA,S

NCR=1
NLP=3
RADIAN=200./3.1415927
FI=DATAN(DY+1.D®/(DX+1.D-6))*RADIAN
IF(FL.LT.0.)GO TO 20
IF(DY.LT.0.) GO TO 10
SIGMA=FI
GO TO 40

10 SIGMA=FI+200.
GO TO 40

20 IF(DY.GT.0.)GO TO 30
SIGMA=400.+FI
GO TO 40

30 SIGMA=200.+FI

40 CONTINUE
S=DSQRT(DY*DY+DX*DX)
RETURN
END

Kde DY=Y,-Y,, DX=X,-X,, RADIAN =200/7.
Podprogram je v jazyku H Fortran.

4.2 Vypocet smernika bez testovania kvadrantu

Podprogram mdZeme zapisat’ ako jednoprikazovi funkciu.

SIGMA = DATAN ((DY + 1.D®)/(DX+1.D))*RADIAN+(-0.5*DSIGN(1,DY)-

0.5*DSIGN(1,DY)*DSIGN(1,DX)+1)*200
Plati napr.: DSIGN(1,DY) = 1,
DSIGN(1,-DY =-1.

.1

4.2)
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Vyrazy v zatvorkach s funkciou DSIGN su v jednotlivych kvadrantoch:

I. kvadrant (-0,5 -0,5 +1).200=0 o=09,

II. kvadrant (-0,5 +0,5+ 1).200 =1.200 o=-¢+200,

III. kvadrant (+0,5-0,5 + 1).200 = 1.200 o= ¢+200, (4.3)
IV. kvadrant (+0,5 40,5 + 1).200 = 2.200 o=-¢+400.

4.3 Pretinanie napred smernikmi

Novy bod je ur€eny smernikmi z dvoch danych bodov. (obr. 4.1). Dané su suradnice bodov P,
P,, P,, Ps auhly @, @. Vypocitame siradnice bodu P;. Pre smerniky oi3, 033 mdZeme pisat’ tieto

rovnice:
Ys=W0 = (x3 X )th'B ’
s =y, =(x;-x,) 1805 . (44)
Druhiti rovnicu (4.4) od¢itame od prvej a pre x; dostaneme
Y2 =y =y —x )go; = (x; - x, g0,

(yz -V )+x1tg0'13 —X,180,,
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Obr. 4.1. Vypocet pretinania napred smernikmi

Od rovnice (4.5) na oboch strandch odpocitame x, a po Uprave dostaneme

x,—x, = Ax,, :(yz_y1)_(x2_x1)tg013 . (4.6)
g0, —180

Od rovnice (4.5) na oboch stranidch odpocitame x; a po Uprave dostaneme

(yz -V )_(xz —X )tg0'23

Xy =X =Axpy = “4.7)
(g0, — 180y

Pocitané suradnice bodu P; su:

Yy =Y, A0, =y, +Axpstgo,,

X, =x, +Ax,, =x, +Ax,, . (4.8)
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Dvojitym zhodnym vysledkom je vypocet kontrolovany poc¢inajic rovnicou (4.5). Smerniky a ich
tangenty nie sd rovnicami (4.8) kontrolované. Aj pri chybnych smernikoch dostaneme zhodné
vysledky. Preto musime smerniky spol’ahlivo vypocitat. V naSom pripade podl'a obr. 4.1 je:

0,;=0;+0,
0,3 =0, t0,, 4.9

kde smerniky ©,5,0,, vypoclitame zo suradnic prisluSnych bodov, @, @, su odmerané uhly. Pri

programovom vypocte je vhodné funkcie tgo zaddvat’ vztahom sino/coso.

Priklad 4.1: Mdme dané suradnice bodov 38, 64, 160 a smerniky G3g12, Ggs.12, Oieo.12 - Pretinanim
napred smernikmi vypocitame sturadnice bodu 12 (obr. 4.2). (Pozndmka: Spolahlivé rieSenie vyZaduje
pouzit' najmenej dve vhodné kombindcie pretinania napred. Priklad 4.1 predstavuje jednu
z kombindcii).

Dané udaje Tabulka 4.1
Cislo bodu y x Oz
i [m] [e]
38 483 916,63 1232 896,28 241,49104
64 482 501,12 1233 329,15 181,0932,
160 481 206,09 1232 444,99 125,1658,

Pri vypocte redukujeme sdradnice x o hodnotu 1230 000,0 m ay o hodnotu 480 000,0 m.

_ ()’38 ~ Yes )+ X33l8038 12 — X641806412
= =
1803315 — 86412

. _—141551+289628.0,762954, —332915 (-0306037)
2 0,762954, — (- 0,306037, )

=1231696,05, m,

Xy = X3y = Axyg ), =—1200,229 m,

Xpy = Xgy = Axgyp, =—1633,099 m,

Yio = Yag + Adgg 1 1807351, =3916,63 + (- 1200,229.0,762954,, ) = 483000,910 m,
Yi2 = Vs + Mgy s 1204 1, = 250112 + (= 1633,099)(~ 0,306037; ) = 483000,910 m.

(Vo = ¥3s) = (ves —X3g g3 —1415,51—(432,87.0,762954,,)

Axey1n = = =-1633,09, m,
’ (80351, — 1801 1,068992
- — Xy — X3 )t —1415,51-1432,87.—0,306037
Aty = (y64 y3s) ( 64 38) So412 _ ( 6) 120022, m,
’ 180351, — 18064 1n 1,068992

Xpy = X3g + Axyg , =1232896,28 —1200,22, =1231696,05, m,
Xjy = Xgy + Axgy, =1233329,15-1633,09, =1231696,05, m.
Suradnice bodu 12 z trojuholnika 38, 64, 12 si y;, =483 000,91¢ m, x, = 1231 696,05, m.
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Obr. 4.2. Pretinanie napred smernikmi

4.4 Tteracny vypocet pretinania napred

Maiame dané sturadnice bodov P, a P, a smerniky oj;, 03 (obr. 4.3)

G e =
S

Pf
S ®) |
' l

Obr. 4.3. Iterany vypocet pretinania napred

Stradnice bodu P;  vypoclitame iteranym postupom programového vypoctu metddou
zhustovania intervalu vypoctu. Zvolime smer iteracného vypoctu, napr. na strane s;3 a budeme

po&itat’ siradnice bodu P, pokial

|Ad] <€, (4.10)
kde & je zvolend presnost vypoétu (napr. £ = (1.10%)%),
Aa= o -«a,
o' =0y, -0y, 4.11)

=03 — 03 .

a) Zvolime vychodiskové podmienky vypoctu:
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- zaCiatocnd polohu bodu P3' na spojnici P;P;. MoZeme polozit P; = P, alebo P3'
s
umiestnime do l'ubovolnej vzdialenosti od bodu P; (napr. s13- = % ),

- vychodiskovy interval iteracie s (napr. s =10 m).
b) Telo cyklu obsahuje:
- vypocet stradnic y; s x; v smere Oj; vo vzdialenosti s;3-,
- vypocet uhla

ad'=0y,-0, a (4.12)
- rozdielu uhlov
Aa=a -a, (4.13)
- urCenie smeru itera¢ného pribliZovania sa k bodu V podl'a znamienka
a=sign (Aa), 4.14)
- test ukoncenia vypoctu, resp. nové podmienky v nasledujicom iteracnom cykle.

Ak |Aaf| < £ vypocet je ukonCeny, potom (4.15)

Y =Y; a X =X
Od druhej iteréacie ak
|Aa]> ¢ (4.16)
a sign (Aa) = a, potom poloZime s;3-=s3- +5, pokraCujeme v novom cykle.
Ak sign (Aa) # a, vritime sa k predchddzajicemu kroku s;3- = s13- - s, zhustime interval

S v 7 v .
s = I a vypocitame novu vzdialenost

S13-=S813- +5. (417)
Dalej pokracujeme v d’alSom cykle itera¢ného vypodtu.

Iterany  postup  vypoctu  pretinania  napred (Bitterer 1990) aplikujeme pri uhloch
a= 0. Takéto vypocCty pretinania napred sa vyskytuja pri analytickom projektovani opravy kolaje.

4.5 Cassiniho rieSenie pretinania nazad

Toto rieSenie sa zaklad4 na geometrickej kons$trukcii ur€ovaného bodu pochddzajice od Cassiniho
(r. 1671).

KruZnice ki, k, zostrojime pomocou obvodovych uhlov @, @ nad tetivami sy,, s,3. Bod Py
lezi na priesecniku kruznic. Priemery kruznic k; a k, z bodu P, pretinaji kruznice v bodoch A, B. Ich
spojnica prechddza bodom P, a je na smer Py P, kolma. Z obr. 4.3 je vidiet, Ze uhly P,P,A a P,PB
su pravé auhol APyB je priamy. KonStrukcia dovoluje ur¢it bod P, ako priese¢nik kruZnic alebo
ako priesecnik priamok. Analyticky je vyhodné rieSenie priesenika priamok. Nezndme uhly ¢ a v
mame aj pri bodoch A a B.

Dané su stiradnice bodov Py, P,, P; auhly @, @.V trojuholniku ABP, vyjadrime uhly ¢ a ¥
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sinp="2, siny =2,
i )

sing s,

siny s,

(4.18)

Obr. 4.4. Cassiniho riesenie pretinania nazad

Od rovnic (4.18) od¢itame na oboch strandch —1 a pripoc¢itame +1. Rovnice podelime a upravime

M—l LENE ) ) 25in£¢_chos(
siny 5 _sin@-—siny s, —s; _ 2

oy
2

Sing Sy singdsing s, +s, zsin(¢+chos(

sinyy 8

=tg¢_l//cotg¢+l//= 5275
2 2 5+,

§0“//=tg§0+‘//52_51

t ;
. 2 2 s +s,

kde
&21//: 200¢ —%(a)1 +w,+7y),

V=0, =0y
a strany s, i

_ S _ S
§=—, §, =—=—.
sin @, sin @,

Z rovnice (4.19) vypocitame

o-y O+Y s, — s,
arcg[g 5 j

s t+8,

2
( ‘15)

(4.20)

4.21)

(4.22)

Spocitanim a od¢itanim rovnic (4.20) a (4.22) dostaneme uhly @ a . Kontrolou je
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W+ 0, +9+y+y=400°. (4.23)

Tymto sme dlohu previedli na pretinanie napred. Aby sme sa vyhli neZiadiicim komplikdcidm vo
vypoctoch, je potrebné dodrzat’ oznacenie uvedené na (obr. 4.3).

Kontrola celého vypoctu je vypocet smernikov oy, Gn, Ons zo suradnic ur€ovaného bodu. Z nich

vypocitame uhly @, @», ktoré sa musia zhodovat s vynimkou odchylok vysvetlitelnych
zaokrihl'ovanim ¢isiel s uhlami @y, @ zavedenymi do vypoctu.

Priklad 4.2: Mame dané sdradnice bodov 160, 64, 38 auhly @ a @, odmerané na stanovisku 12
(obr. 4.5).
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Obr. 4.5. Vypocet pretinania nazad Cassiniho rieSenim
Dané udaje

Tabul’ka 4.2
Cislo bodu y X w s
i [m] [e] [m]
160 481 206,09 1232 444,99 10) 55,9268, 5160.64 1568,064
64 482 501,12 1233 329,15 0y 60,3978, S64.38 1480,215
38 483916,63 1 232 896,28

Vypocet uhlov ¢ a 7:

Y= G0 — Teusg = 261,86375 —118,8932F =142,9705¢

PET o0 —%(a;1 + @, +7)=200 —%(259,29528 )=703524 ,
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s 1
5 = 160,64 _ 568,069 m =2037,03, m,

sin@,  sin55,9268¢

_ S _ 148021, m
sin®,  sin60,39785

, =1821,41, m,

u=arctg tg(p_—l-r'u =arctg| tg 70,3524gm =-7,0497%,
2 5, +5, 3858,452

@=6330265, 7 =80,7704%,
w=T74021%,  y,=622000%, y=y, +y,=142,9705¢,

W, + 0, +p+7+y=400%.

Vypodet dizok:
i in80,77045
S160,12 = S160,64 m =1568,06, m O LT 194481, m,
’ > sin @, sin55,92685
] ] in63,3026% in77,4021%
Sea,12 = S160,64 M = Se4,38 SI—M =1568,006, mSl.n—6 =1480,21 mS.H1—4 =
sin @, sin @, 5in55,9268% sin60,39783
=1707,:86, m,
i in62,2000%
Sxr = Setss T2 = 1480,21, m T 500,66, m.
’ * sin o, $in60,3978¢

Vypocet smernikov:

Creo1r = Orenes + @ =61,8637% +63,3026¢ =125,1663¢ ,
Cortr =Oeste0 — 1 = Oesng + ¥ = 261,8637¢ —80,7704¢ =118,8932¢ + 62,2000 =181,0932¢
Cs1r = Oysen — W =3188932¢ —77,4021% =2414910% .

Vypocet sdradnic:

Yi2 = Yigo T S160.12 SN O g0 1, =483000,910m, x,, = X6y + 160,12 COS T4, =1231696,050 m,
=Yeu T Se412SIN0g,  =483000,910 m, =Xgy t 56412 CO80¢ 1, =1231696,050 m,
=Yg + S35, 8N 055,  =483000,909 m, =Xy + 8351, COSO35,,  =123696,050 m.

Vysledné stradnice bodu 12 si y,, =483000,91m, x,, =1231696,05 m.

4.6 Hansenova tloha a urcenie nepristupnej vzdialenosti

Pri Hansenovej tlohe st dané suradnice nepristupnych bodov P, a P, auhly @ aZ @y (obr. 4.6).
Mame urcit’ stradnice bodov P; a P4 Pri opacnej tlohe z odmeranej strany s3;, a uhlov @ aZ @y
mame urcit’ stranu s, — nepristupnd vzdialenost’. V oboch pripadoch ide o rieSenie Stvoruholnika
uréeného jednou stranou a Styrmi uhlami, preto obe tlohy mdzeme spojit’.
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Obr. 4.6. Hansenova tloha

Vzijomna poloha danych a urCovanych bodov mdZe byt rdozna ako je to vidiet z
obr. 4.7.

Délezité je oznacenie uhlov. Uhly ¢ a ¥ musia leZat’ v jednom trojuholniku. Pomer sin ¢ : siny
zostavime z pomerov strdn alebo pomocou vSeobecnej vety sinusovej.

P

E)

<[

Obr. 4.7. Konfiguricie obrazcov rieSenia Hansenovej tilohy

Ako pri pretinani nazad, potrebujeme itu vypocitat’ najprv uhly ¢ a ¥. Mame pre ne dve
rovnice:

1
2V _ 1000 — ) 4.23)
2 2
a zo sinusovej vety M =
siny sy5
Si3 _ sin(w, + @,) S5 _ sin(200— (wl + @, + w, )
s34 sin(200— (@, + 0y + @,)) s, sin @, ’

ked’ 'avé a pravé strany poslednych dvoch rovnic navzajom vyndsobime a po uprave dostaneme druhu
rovnicu:

sing  sin(200— (@, + @, + @, )sinw; 1 4.24)
siny sin(a)3 + @, )sin(200 — (601 + 0, + @, ) tgu '

Z rovnice (4.24) ako pri pretinani nazad, dostaneme:

tgq);‘” ztg(p;y/cotg(SOg +,u) . (4.25)

Z rovnice (4.25) mame (/7;1/’

. + oo .
a zrovnice (4.23) (P_ZV/ Spocitanim rovnic dostaneme ¢@ a

odcitanim .
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Vypoétom uhlov @ a w prevedieme tlohu na pretinanie napred. Dalsi postup je uz znamy. Ak
v dlohe ide o vypocet nepristupnej vzdialenosti, vypocitame po vycisleni rovnic (4.23) a (4.25) strany
S13 @ S»3 a znich dvojmo vzdialenost’ si,.

Spol'ahlivost’ urcenia stradnic bodov P3 a P4 zavisi od pomeru stran v konfiguracii obrazca
Hansenovej dlohy. Idedlny pomer strdn je 1:1. Spolahlivé vysledky dostaneme do pomeru 1:3 = sy, :

S34.

Priklad 4.3: Dané su sdradnice bodov 12, 160 auhly @, @», @; a . Stradnice bodov 38 a 64
vypocitame rieSenim Hansenovej dlohy (obr. 4.8).

Dané udaje Tabulka 4.3
Cislo bodu y X @
i [m] [e]
12 483 000,91 1231 696,05 w 80,7698
160 481 206,09 1232 444,99 w, 62,2012
$12.160 1944811 m ;s 29,3970,
Oi2.160 325,1663 a 48,0064
3 2
v—i— 7 + + + 1€

+
160
+
+X
+ T o Foeat
Obr. 4.8. Vypocet Hansenovej tlohy
Vypocitame uhly & a &
£, =200 - (@, + o, + ®,)=60,3953%,,
£, =200 (o, + , + w,)=27,63185 .
Podrla rovnice 4.24 cotg ¢ bude:
sing 1 sing;sinw;  0,812651,.0,445531, — 0918179
= — Y 8

sint  tgu sin(m, + o, )sine,  0,937665,.0,420539
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= arctg ————— =52,7138¢ .
# £ 0918179, ¥

Vypocet uhlov ¢ a v

&29":%(200— @,)=59,6150% ,

Lz‘/’ - arctg[tg ‘/’; Y cor g(50% + ﬂ)} = arctg[1.359025,. — 0,042655, | = —3,6863, ,

¢ =55,9287,
¥ =633013,.
Dizky zo vztaznych bodov 12,160 na uréované body 38,64 si:

sin(l//—gz):19448110,5314369

S1aa8 = Sia60 —— =1509,66, m,
12,38 12,160 sin a)4 0,6846203 1
siny 0838397,
Stres = Spre0 ¥ 1944 811—2" 11 = 1707849, m,
12,64 = 512,160 1 0954723, 0
in(e, + 0.967304
S16038 = S1o160 —Sm(, ! ¢):1944,811—7:2747,836 m,
’ ’ sin @, 0,684620,
i 0,769799
160,64 = 512,160 M =1944,811————> =1568,11, m.

0954723

1

Vypocet siradnic bodov:
Yia t 81238 sin(alz,mo +@+¢ )= 48300091 m +1509,66, m .0,606562, = 483916,61, m,
Yieo T S160.38 sin(o]éov12 -y+&,)= 48120609 m+ 274783, m.0,986421, = 483916,61, m,

V3 =

Xog = Xy + 81235 c08(0 1100 FO+E )= 123169605 m +1509,66,m.0,795035, = 1232896,28, m,
= Xigo + Sig0s COS(Or0 0 — W €,)= 123244499 m +274783,m .0,164236, = 1231896,28, m,

Yer = Yo 16 5in(0n,50 + @)= 48300091 m +1707,849 m .~ 0,292611, = 48250117, m,
= Yieo + 1606 in(C1g0 1 — W)= 481206,09 m +1568,11,m.0,825886, = 48250117, m,

X = Xpp F 1260 O8G0 160 + @)= 1231696,05m +1707,849 m.0,956231, = 123329,14, m,
X160 + S16061 C05(Trep W)= 1232444,99 m +1568,11,m.0,563836, = 123332914, m.

Vysledné stiradnice bodov 38 a 64 Tabulka 4.4
Cislo y x
bodu [m]
38 483 916,61 1 232 896,28
64 482 501,17 1233 329,15

Poznimka k vypoétu: Pri vypoltoch vcm postadi dizky poéitat na mm. Argumenty funkcif
aplikujeme na 6 desatinnych miest.
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