9. VYSKOVE SIETE

Vyskovo uréené body spijame do siete. PrevySenia medzi bodmi meriame geometrickou
nivelaciou alebo trigonometricky. Vyskové siete rozdel'ujeme na

- nivelacné siete (obr. 9.1), v ktorych st vyskové body situa¢ne spojené v tvare polygonov.

- trigonometrické vyskové siete, v ktorych st vyskové body viacnasobne navzajom spojené
odmeranymi prevysSeniami (obr. 9.2).

Obr. 9.1. Nivelacna siet Obr. 9.2. Trigonometricka siet’ vyskovych bodov

Z hladiska vyrovnania je jedno akym spOsobom su uréené prevySenia. Dolezité je ako su body
vzajomne spojené meranim.

Vzijomné spojenie vyskovych bodov ovplyvituje pocet normalnych rovnic pri vyrovnani siete
podl'a metody najmensich Stvorcov. Vyskovu siet’ mozeme vyrovnat’ podla merani podmienkovych
(zavislych) alebo podl’a merani sprostredkujucich. Ak

h < 2(n-1), 9.1)
vyrovnavame podl'a podmienkovych merani, ak
h=2n-1), 9.2)

vyrovnavame podla sprostredkujicich merani, kde % je poCet odmeranych vyskovych rozdielov, n
je pocet vyskovych bodov.

VoI'ba postupu vyrovnania podla (9.1) a (9.2) vedie k najmenSiemu poctu normalnych rovnic.
Vyrovnanie podla podmienkovych merani je podstatne jednoduchsie, najmd pri zostavovani
normalnych rovnic. Ak z vyrovnania chceme urcit' aj stredné chyby vyskovych (uzlovych) bodov,
vyrovname vyskovu siet’ podla sprostredkujucich merani, aj keby bolo ¢asovo GspornejSie vyrovnat
siet’ podl'a podmienkovych merani.

9.1 Vyrovnanie vySkovej siete podl’a podmienkovych merani

Mame dant nivelacnu siet’ vyznacenu na obr. 9.3, v ktorej je vzajomna poloha vyskovych bodov
uréena Siestimi odmeranymiprevySeniami. Body st spojené do troch uzavretych nivela¢nych tahov.
Stipanie prevyseni je naznacené smerom Sipky.
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Obr. 9.3. Vyrovnanie nivelacnej siete

Prvym krokom pri vyrovnani je uréenie poctu podmienkovych rovnic. Ak merané vyskové
rozdiely oznacime % (6) a pocet vyskovych bodov oznacime n (4), tak pocet podmienok je

r=h-n+1=3 (9.3)

Pocet podmienok sa rovna poctu nadbyto¢nych merani. Na urCenie vySok n bodov potrebujeme
n—1 vyskovych rozdielov h. Preto

h—(n-1)=h-n+1=r

sa rovna poctu nadbytocnych merani. Pocet podmienkovych rovnic sa rovna poctu uzavretych
nivela¢nych tahov.

Za vahu volime vzt'ah

_1 1_. 9.4
P= P 9.4)

kde s je dizka nivela¢ného oddielu.

Podl'a obr. 9.3 modzeme zostavit po jednej podmienkovej rovnici pre kazdy z tahov Iaz III
a Stvrtu podmienku pre obvodovy tah. Z tychto Styroch podmienkovych rovnic s tri nezavislé.
Zvycajne volime podmienkové rovnice dané uzavretymi tahmi.

Odmerané vyskové rozdiely (f ) musia v 'ubovol'nom uzavretom t'ahu splnit’ podmienku
L +L,+Ly+..+L, =0 . 9.5)

Rovnica viak v dosledku meraéskych chyb nebude splnend. Ulohou je uréit ku kazdému
odmeranému prevySeniu ¢ takia opravu v, aby

v’ v =min.

Ma byt

(£1+V1)+(€2+Vz)+-~-+(£n+Vn):0- (9.6)

Zavedieme znamienka. Rozhodneme sa pre urcity smer, obyc€ajne smer ¢islovania hodin, v ktorom
budeme prechddzat’ tahom pri zostaveni podmienkovej rovnice. Stupajucim prevySeniam (v smere
Sipky) prisudime kladné znamienko, klesajucim (proti smeru $ipky) zaporné znamienko. Vo vSetkych
tahoch dodrzime jeden smer. Na obr. 9.3 je zvoleny smer oznaceny kruhovou Sipkou okolo ¢isla

nivelatného tahu. KedZe st podmienky navzajom nezavislé, mozeme ktorukol'vek podmienku
zostavit’ aj tak, Ze postupujeme smerom opacnym, t.j. napiSeme ju s opacnymi znamienkami.
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Podra obr. 9.3 m6Zzeme napisat’ podmienkové rovnice
Citv =l =v+l3+v =0,
vyl v, — Ll —vs =0

b

by+vy vl +vs =l —ve =0,
ktoré budu mat’ po pretvoreni tvar
+v, —v, +v, +U, =0,
v, tv, v, +U, =0,
+v, +v, —v, +U, =0,
kde
U,= L=ty + L5,
Uy=—ly+l,- L5,

U =

c

Uy =Lls =V .
Pretvorené podmienkové rovnice v maticovom zapise buda

A(T3,6)V(6,1) tupy) = 0 R

kde
1 0 0 s, 0.0 0 0
-1 0 1 0 s, 0 0 0
U(l

R 1 -1 0 O paZl0 0 s 00

= u = =
3 7o 1 of & U” ’ 0 0 0 s, O
0 -1 1 ‘ 0 0 0 0 s,
0 0 -1 00 0 0 0

9.7)

(9.8)

(9.9)

S O o o o

S¢

Opravy v; vypoclitame Lagrangeovym postupom, v ktorom k hlavnej podmienke v'Pv pripdjame
vedlaj$iu podmienku vyjadrent rovnicou (7.16) rozsirenu o Lagrangeové faktory — korelaty .RieSenie

normalnych rovnic si overime rovnicou
v Pv=—u'k= —Z uk .
Vyrovnané hodnoty prevyseni vypocitame podla rovnice

L=/+V

(9.10)

(9.11)

Jednotkovu strednu chybu (strednt chybu pre p =1 (1 km)) uré¢ime zo vzt'ahu

_|v'Pv
mo - .
r

(9.12)

Podl’a kapitoly 5.5.2 publikacie Bitterer, L.: Vyrovnavaci pocet, vypocitame kovarianénu maticu

vyrovnanych hodnét vektora oprav
Cw=0;Qw=0, [P'AA"P'A)'A"P"]

a kovarian¢ni maticu vyrovnanych prevySeni

(9.13)
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Ci= 0, Qu=0,[P'- P'A(A"P'A)'ATP]. (9.14)

Na zaver porovname stredné chyby kazdého prevysenia pred a po vyrovnani podla vztahov

r p—
0,=JCy a 0,=Cyp; .

Priklad 9.1: Nivelacna siet’ predstavuje linearny model vyrovnania merani s podmienkami. Na obr.
9.4 sipky oznacuju kladny smer prevysenia v zmysle pravotocivej schémy

fi=+4021m s;=1,5km, Py
6= +3806m s,=1,5km, ; s
3= +10,735 m s;= 1,5 km, ,
ly= + 2,905 m s3= 1,75 km, o Ps
ls=+6921m s5=0,75 km. # £s
10
L3
Obr. 9.4. Vyrovnanie nivelacnej siete ts
° Py
PODMIENKOVE ROVNICE
L, +L, —-L; =0
+L, -L, +L; =0
a rovnice uzaverov si:
+0, +0, —l5 =u = +5mm,
0, =1, +0; =u,= —8§mm.
BZ 000 OE
M 1 0 0 0C
Matica vahovych koeficientov podl'a rovnice (9.4) je P(ss) = S) 010 OE.
(0 0 0 2 0L
900 0 IF

Pretvorené podmienkové rovnice v maticovom zapise maju tvar
ATv+u=0 ,
kde
s
0, 0

5
(50) = %’3 U = EtSE

0,0
0 o
s O

>
T~
X
1
—_ O
="
—_
S -
—_ |
—_
111
<

Opravy vypocitame s pouzitim vztahov ( )a ()

Fo7p
0r2,2C
v=-PA[ATP 1A u= d2ok
0-0,7C

36T

98



Vyrovnané prevysenia su

H+4,0ZIB B—0,0007H H+4,0203E

0+3806 0 G+0,00220 [+3.8082 C
L=¢+v= 3107355 0-0,0022 0= 10,7328

g o O 0 C
0+2905 0 3-0,00070 0+29043 C
| g d C

Hr6921 H Bro00360 Hre69246

Jednotkova stredna chyba (aposteriorna) je

[T T
0, = v Pv _ |y Pv =35, mm.
r 2

Vahovy koeficient bol zavedeny vztahom »P; =

1,5 km
R km
1, pre dizku nivelaéného oddielu 1,5 km. Jednotkovi stredna chybu v dizke oddielu 1 km vypogitame
zo vztahu

. To znamena, Ze vaha merania je rovna

Oy
O01km :_\/— =286 mm.
1,5

V zmysle toho, strednti chybu v nivelaénom oddiele o dizke R v km vypogitame zo vztahu
Or =00ikm VR

Pouzitim vztahov (5.113) a (5.112) vypocitame matice kofaktorov a matice variancii

premennych veli¢in ¢;,v; a L

5 0 0 0F
go 1 0 oC
Q. =P"=H0 0 1 0 of
00 0 0 05 OC
Ho o0 o 1F

IS 01 =01 015 -02[
001 04 -04 01 02[
Q. =P AlATP A ATP =01 ~04 04 -01 -02F
0015 01 -0l 015 -02C

Ho02 02 -02 -02 06F

b

035 -0l 01 -0I5 02
0-01 06 04 —-01 -02C
Qu. =P -P'A[ATPA AP =001 04 06 01 02F
0-015 -01 01 035 02C

Ho2 -02 02 02 o04F

9
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(51499 0 0 0 0
00 12298 0 0 0 €
Cu=02Qu= 5 0 0 122998 0 0
0o 0 0 6149 0 C
H o 0 0 0 122998F
1845123 <123 1845 ~246T

0123 49199 -49199 123 246 [
Cy =00 Qu =123 —49199 49199 -123 -246F,

01845 123 -123 1845 -246[
H246 246  -246 -246 73799F

3049 123 123 1845 246 [
0-123 73799 49199 —-123 -246[
CLo =07 Qu =123 49199 73799 123 246 ¢

0-1845 -123 123 43049 246 C

E 246 —-246 246 2,46 4,9199E

Z prvkov na diagonale matic variancii C, a Cip. moZeme vypocitat’ stredné chyby kazdého

prevySenia pred a po vyrovnani podl'a vztahu o; =,/C,, a 0; =,/C,,; .
Tabulka €. 9.1

PRED VYrovnanim Po vyrovnani
0, =2,48 mm 0, =2,07 mm
05 =3,51 mm 0, =2,72 mm
0y =3,51 mm O; =2,72 mm
0, =2,48 mm 0, =2,07 mm
o, =351 mm 05 =222 mm

Z tabulky je zrejmé, ze stredné chyby prevySeni po vyrovnani sa zmensSili asi o 20 ~ 25 %.
Poukazuje to na to, Ze vdanom priklade pofet merani n = 5 apocet podmienok
t = 2, je prili§ maly na spolahlivé urcenie strednych chyb. Na spolahlivé urcenie strednych chyb je
potrebny subor s vi¢§sim poctom nadbytocnych merani.

Vyrovnané prevysenie MNS medzi bodmi P, a P; dostaneme z vyrovnanych prevyseni

L1,2 :Ll +L2 :4,0203 +3,8082 :7,8285 m.
Aposteriornu varianciu a strednu chybu prevysenia L, vypocitame podl'a vztahu
ao
o5 =DCy DT =(1 1 0 0 0/Cy (PEF92248 mm’, @, =3,04 mm.
oo
%) 0
O
9.2 Vyrovnanie vySkovej siete podl’a sprostredkujucich merani

Podra sprostredkujicich merani vyrovnavame vyskové siete, pri ktorych je

h22(n—1) (9.15)
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kde /# znamena pocet meranych vyskovych rozdiclov a n je pocet vyskovo urcenych bodov. Velky
poCet h sa obycajne vyskytuje pri sietach, ktorych vyskové rozdiely su urcené trigonometrickym
meranim. Ked’ze takéto meranie je menej presné, zvySujeme spolahlivost’ vysledkov viacnasobnym
uréenim vysky bodu. Takto vznikne siet s velkym poctom zamer, ktoré sa navzijom krizuji
(obr. 9.5).

Py

Obr. 9.5. Vyrovnanie vyskovej siete sprostredkujucimi meraniami

Rovnako vSak mézeme vyrovnat podla sprostredkujiicich merani aj nivelacné siete, v ktorych
vyskové rozdiely meriame geometrickou nivelaciou. Tu sa nevyskytuju nivela¢né tahy, ktoré by sa
krizovali. Preto siet vyznaCenu na obr. 9.5 moéZzeme po vypusteni zamier 3 a 10 pokladat’ aj za
nivelacnu siet’.

Mame 7 bodov, 15 vyskovych rozdielov, z toho 6 nutnych a 9 nadbyto¢nych. Normalnych rovnic
bude 6.

Pri vyrovnani si najprv zostavime vyskové rozdiely a vypocitame prislusné vahy podla vztahu
(9.4). Oznacime nezname. Jeden bod zvolime za nulovy, vysky ostatnych bodov ur¢ime vzhl'adom na
zvoleny bod. PrevySenia ostatnych bodov st nezndme, oznacime ich napriklad X. V naSom pripade
polozme vysku bodu P, = 0. Smer stupania je oznaceny Sipkou. Vyskovy rozdiel

Pi- P je Xi,
P-Py X,
Pi- Py Xs, (9.16)
Pi-P0 Xi,
Ps- P, X,
Ps- Py X .
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Pomocou odmeranych prevySeni L; vypocitame priblizné hodnoty x¢1, Xo2 ... . Potom nezname

su:
Xi=xo0 +x1,
Xo=Xxp2+ X2, 9.17)
X = Xo6 * Xe.

Kedze xo su v kazdej rovnici zndme, potrebujeme k d’al§im vypoétom len hodnoty x;. Prejdeme
k zostaveniu rovnic oprav. Pri ich zostaveni vychadzame z rovnic opravené¢ho merania, napriklad pre
merané prevysenie Lo je:

Lo+ vo=X;—Xs, ked Xz=x03+x3, Xa=X0s+ x4
Z toho
Ve =Hxy —x, +xg; —xg L),

Vo =Hx; —x, + U,

Podl'a toho mbzeme rovnice oprav zostavit’ priamo podl'a nacértu siete:

vi= +tx; . . .. . +(X01_L1),

V= . .. CAxs o A+ (xes—Lo),

V3=, R o S . +(X()3—L3),

V4= . P % .+ ( =X04 —L4 ) )

vs=-x1 tx2 . . . . FT(xe—-x0n—1Ls),

Ve — +)C1 . . . . X6 +(Xo1—X06—L6), (918)
vi= . +x. .. X6 +(XO2—X06—L7),

vie= . . . . —=Xs+txe + (-Xos + Xo6 —L1s ),

vis=+x; . . . X5 . + (+X01 - Xos — Lis ) .

Vyraz v zatvorke predstavuje ¢len ¢ , ktory moézeme vyjadrit’ v cm. Potom aj nezname doplnky
X1, X2 ... budu pri vyrovnani v cm. Rovnice oprav v, ... vis porovname so vS§eobecnym tvarom

v=ax, +bx, texy +.+ L
Ur¢ime hodnoty koeficientov a, b, c, ..., ktoré budi +1 alebo -1. Pripojime vahy p; ... pis.

Zostavime rovnice oprav v maticovom tvare. Opravy ur€ime vyrovnanim MNS podla postupu
vyrovnania sprostredkujicich merani a vykoname analyzu vyrovnanych odmeranych veli¢in

Priklad 9.2: Nivelacnu siet’ vyrovname metddou sprostredkujiucich merani. Medzi nivelacnymi

bodmi P, az P, vzmysle vyznaéenych $ipok boli odmerané prevysenia ¢, pri dizkach oddielov
R (1 i< 5) (obr. 5.1). Sipky vyjadruju vztah kladného prevysenia medzi bodmi.
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/"= 4,021 m R, =075 km, ‘ &

(,= 3806m R, =15 km, o P,
0, =10,735m R; =15 km, Py b

/= 2905m R, =075 km, .
5= 6,921m Ry =15 km. : ° Py

Obr. 9.7. Vyrovnanie nivelacnej siete
sprostredkujucimi meraniami

Vyrovnanie nivelacnej siete mdze postupovat dvoma sposobmi. Ak nemame dant vySku
ziadneho vztazného bodu, ide o vyrovnanie vol'nej siete. Ak mame dant vysku aspon jedného bodu,
vyrovnavame viazanu siet. V naSom priklade majme danu vysku bodu P; H;= 10,000 m. Vyrovname
viazant siet’ metddou sprostredkujucich merani. Neznamymi budi prevysenia x; medzi bodmi Ps a
P; (i=1,3). Zostavime rovnice oprav

vWE x,— ox - U= mx X, 0 0 =04
Vo= x3— x,— lh= 0 -x, +x3 0 =/,
va= x3—- Hy— (5= 0 0 +x3 —-H, -1,
ve= x;- Hy—- l4y= +x, 0 0 -H, -1,
vs= x,— Hy—- (5= 0 x 0 -H, -/

Rovnice v maticovom zapise buda

Visg) T As3)X(31) T C(s0) s =AXx + £,

BVIE B—l 1 OE H 0 H E+4,0ZIH B—l 1 OH +4,021
o,0 0o -1 1 IH o 0 po+3860 00 -1 1 IH 0+3,806 [
v= 35: 000 10, O 100000 Hr10.735 0 HO 0 1, O e 20,735
0,0 O 0 00t H 5100000 0+29050 O1 0 00H, H 0r12,905LC
g oo a g o g d a C
sO 00 1 04 10,0000 g+6921g g0 1 0 r16921¢
. L5 km . , .
Ked pouzijeme vztah p; = R km > Matica vahovych koeficientov a kofaktorov bude
EF 0 0 0 OB H),S 0 0 O OE
M 1 0 0 0[O oo 1 0 0 OrC
— U —p-10 L
Pss=) 0 1 0 05 Qisg=P"H0 0 1 0 Of
O 0 0 2 0O go o0 0 05 oC
B 00 o0 1 Ho 0 0 o 1IF

Matica koeficientov normélnych rovnic N = A" PA a inverznd matica N su

54 -2 OH 5),35 0,2 0,15
N=F2 4 -10 N'1=002 04 020

Ho -1 2H Hol 02 o6H
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Vyrovnané hodnoty vySok bodov vypocitame zo vztahu

2,9043
x=-NTATP/s = [169246[
Fho.7328F

Opravy vypocitame z rovnice v=Ax-/ =

Vyrovnané prevysenia L, =('; +v; su:

B— 0,0007 H
1+ 0,0022

O

0 O
000225

-0,000700

Hr0,0036H

O

Li=+4,020; m,

Lz =+ 3,8082 m,

L;=+10,7323 m,

Ly= +2,9043 m,

Ls =+ 6,9246 m.

Hodnotu aposteriornej jednotky strednej chyby vypocitame zo vzt'ahu

vTpy
5-3

=3,5, mm.

/vTPv
0'0 = =
n—k

Vypocet prekontrolujeme:
a) vycislenim vzt'ahu
A'Pv=0,

b) sigmovymi skuSkami

S =S

z =LTPAX + TPl =2.46.107,

z n=V'Pv =246.10°.

Vypocitame matice kofaktorov

Q. =[aTPa" =N
015 0l
001 04
_p-l T T 0 _
Q,, =P -AATPAJA", Q,=F-01 -04
0015 01
0
02 02

-0l
-04
04
-01
-0,2

015
01
-0l
015
-0,2

-02F
02 0
_o,0

02F,
-020

06 O
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_p-l
Q=P -Q,,

Kovarianéné matice neznamych vySok Ci, odmeranych prevyseni C, st

- 2
Cxx - UOQxx >

_ 2
C,=0,Q,

Stredné chyby vySok H; bodov P; (i=1,3) O, aprevySeni O, su:
0, =+/43049 =2,07, mm, 0, =+/43049 =2,07, mm, g, =+/4,3049 =2,07, mm,
0., =4/49199 =221, mm,g,, =+/73799 =2,71, mm, 0,5 =+/49199 =221, mm,

Q,=801 04 06 01 o02E

(#3049
C, =0246

H 1,23

14,3049
0-1,23

C, =513
- 1,845
H2.46

H 035 -01 01 -015 02 E
0o-01 06 04 -01 -0203

U 0
o015 -01 01 035 020
g g

502 -02 02 02 04f

246 123
49199 246 [,
246  73799F

-123 123 -1845 246
73799 49199 —123 -246[]
49199 73799 123 2,46 S,
1,23 123 43049 246 O
~246 246 246 491990

0.5 =+/73799 =2,71, mm, 0,5 =+/7,3799 =2,71, mm.

Vypocet strednej chyby 03 neznameho prevysenia /;; mame uvedeny v priklade 5.1.
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