3. ZAKLADY VYROVNAVACIEHO POCTU

31 ULOHY VYROVNAVACIEHO POCTU

Merané veliginy akéhokol'vek druhu (v geodézii napr. dizky, uhly, plochy, &as atd’.) st zatazené
nevyhnutnymi chybami. Mera¢ské chyby maji pdvod v nedokonalosti 'udskych zmyslovych orgédnov,
v konStruk¢énej nedokonalosti pristrojov a v poruchich ich chodu, ktoré spdsobuju atmosferické
vplyvy (otrasy vetrom, kritenie stojanu atd’.). Meranie tvori zdklad geodetickych, kartografickych,
stavebno-technickych a mnohych dal§ich prac, ktoré maji vysokd hodnotu. Pre kazdy meracsky
vykon musime vediet' urcit presnost merania. Ak si zndme poZiadavky na presnost vysledkov
merania, volime vhodné pristrojové vybavenie a optimélnu technolégiu merania. Vol'bou primeranych
pristrojov, pomocok a technoldgie merania vytvirame podmienky na splnenie vyZadovanej presnosti
merania. Presnost’ merania mdZeme urcit’ len vtedy, ak sa jednotlivé veli¢iny odmeraji nezavisle
viackrat, alebo sa odmeria viac veli¢in neZ je nutné na rieSenie danej udlohy (nadbyto¢né merania).
Existencia opakovanych (nadbytoénych) merani umoZfiuje vyrovnat merania metddami
vyrovndvacieho poctu.

Ulohou vyrovnévacieho poctu je:
- urcit’ kritéria na vylicenie nespolahlivych merant,

- z opakovanych (nadbyto¢nych) merani urCit vyrovnanii hodnotu ako najpravdepodobnejsi
odhad neznamej skuto¢nej hodnoty meranej veli€iny,

- posudit’ presnost’ merania a spolahlivost’ vysledkov merania.

Do vyrovnania sa nesmu zaradit’ merania, ktoré s zat'aZzené hrubymi a systematickymi chybami.
Vyrovndvame len merania obsahujice ndhodné chyby.

Hrubé chyby vznikaji nepozornostou pri merani, napr. chyba v ¢itani na pristroji, neurovnanie
nivelacnej libely pred citanim na late, nezapocitanie jednej dlzky pasma atd. Hrubé chyby sa
odstrafiuji v priebehu merania opakovanim merac¢ského vykonu.

Systematické chyby pdsobia jednostranne na vysledok merania, napr. kolimac¢na chyba, indexova
chyba, nezvislé postavenie laty, nevodorovna poloha pasma pri merani dizok atd’. Systematické chyby
st nebezpecné ztoho ddvodu, Ze vzdy jednostranne ovplyviluji vysledok merania. Odstraiiujd sa
kalibraciou pomdcok a pristrojov, rektifikdciou pristroja, volbou vhodnej technolégie merania,
zavedenim korekcie k meraniu podl'a vel'kosti systematickej chyby atd’.

Nahodné chyby zostavaji vo vysledkoch merani, v ktorych sa odstrdnili hrubé a systematické
chyby. Sd nevyhnutné a wc¢inkuji ndhodne s kladnym alebo zdpornym znamienkom. Pri€iny ich
vzniku sd v nedokonalych zmyslovych schopnostiach meraca, v ohrani¢enej presnosti meracieho
pristroja a vo vonkajsich podmienkach merania.

3.2 MOMENTOVE CHARAKTERISTIKY SUBORU MERANI

KaZdej metéde merania pri rovnakej kvalite prace prislicha urcity variatny obor mozZnych
vysledkov merania, alebo zdkladny sibor chyb. Vykonané opakované merania predstavuji ndhodne
vybrani vzorku zo zikladného siboru merani alebo zikladného siboru chyb. Sirka intervalu
zékladného stiboru chyb charakterizuje presnost’ pouZitej metédy merania. Cim mensie st vzajomné
rozdiely odmeranych hodndt, tym vicSia sa dd predpokladat’ presnost’ a spolahlivost’ vysledkov
merania.
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Pre premenlivé a matematicky nepostihnutelné podmienky merania je jednotlivy ¢iselny vysledok
merania ndhodnou veli¢inou. Je odhadom skuto¢nej hodnoty meranej veli€iny, ktory mdze v urcitych
hraniciach nadobuidat’ 'ubovol'né a nepredvidané hodnoty.

Ciselny stibor merani X, X, ..., X,, je pri velkom pocte merani neprehladny. V stibore merani
Xi
(i = 1, n) je vysledok merania (odmerand hodnota), n uddva rozsah Statistického siboru — pocet
merani. Preto sa na zdklade tejto Ciselnej postupnosti definuji urcité veliCiny, ktoré zhfiuji
informdcie o celom vySetrovanom sibore a nazyvaji sa charakteristiky. NajcastejSie sa pouzivaju tzv.
momentové charakteristiky.

Z daného stboru sa zist'uji dva druhy momentov:
- v§eobecné momenty (momenty okolo pociatku),
- centrdlne momenty (momenty okolo priemeru).

Vseobecny moment k-teho rddu meranej veli¢iny x je ureny vztahom

, 1<
W=ty @D
i=1

n“s
Vseobecny moment 1. rddu je jednoduchy aritmeticky priemer (strednd hodnota), pre ktory
zavedieme oznaenie X :

n

D%
Mo =x=" . (3.2)

n
Centralny moment k-teho rddu meranej veli¢iny x je definovany vztahom:
1 n
fo =2 =x )" (3.3)
i=1
kde n” = (n-1) predstavuje pocet nadbyto¢nych merani.

Druhy centrdlny moment sa nazyva rozptyl, oznac¢ime ho Gf :

n

Z(X_xi)z

ll'lx,Z :O'f 21217 . (34)

’

n

Spravidla sa pouziva jeho druhd odmocnina (s kladnym znamienkom) — smerodajné odchylka o,
ktord tieZ oznaujeme s a nazyvame stredna (kvadratickd) odchylka (Standard):

o —s=. | &= TV (3.5)

Aritmeticky priemer X predstavuje najpravdepodobnejSiu (vyrovnand) hodnotu meranej veliciny
x. Strednd (kvadratickd) odchylka s vyjadruje stupent koncentracie vysledkov okolo strednej hodnoty

X.

Podl'a zakona velkych Cisiel teoreticky plati, Ze

lim st. ‘n =x=X, (3.6)
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tj. aritmeticky priemer pri neohrani¢enom pocte opakovanych merani konverguje ku skutocnej
hodnote meranej veli¢iny X.

3.3 KLASIFIKACIA CHYB

Skuto¢na nevyhnutna chyba & vysledkov merania je odchylka odmeranej hodnoty x od
skuto¢nej hodnoty meranej veli¢iny X :

E=X—-x, . (3.7)
Medzi poznatel'né skutocné chyby patri napr. chyba zo zaokrihlovania, uhlovy uziver
v trojuholniku a pod.

Skuto¢ntii hodnotu meranej veliiny spravidla nepozndme a prakticky sa nedd splnit’ ani
poziadavka neohrani¢eného poctu opakovanych merani. Potom odchylka kazdého merania x; od
aritmetického priemeru X je chyba neskuto¢nd a nazyva sa oprava v :

V,=X—X, . (3.8)

l
Opravy maju td vlastnost’, Ze ich sucet je rovny nule:

n

D> v =0. (3.9)

i=1

Skuto¢nti chybu aritmetického priemeru vyjadruje vzt'ah:
1 n
E=X-x=—) & . 3.10
' n ; l ( )

Smerodajni odchylku vypocitani z velkého poctu merani vo vyrovndvacom pocte nazyvame
zakladna stredna chyba a oznacujeme 77 :

m=limst.s=\/z(x_,Xi)2 =\/ZW =\/Z:‘f€ . (3.11)

1 — oo n n-—1

Zo Statistického hl'adiska priblizne plati: n —> o0, ak n” > 25. Ak n’ <25, vypocitand hodnotu
strednej chyby oznacujeme pojmom empiricka stredna chyba a oznac¢ujeme ju m. Charakterizuje
presnost’ jednotlivého merania na zdklade vyskytujicich sa ndhodnych chyb a nemdZeme podat

spolahlivy vysledok o presnosti merania. Ak n’ < 25 veli¢inu m?” nazyvame variancia.

Presnost’ aritmetického priemeru charakterizuje strednd chyba aritmetického priemeru. Vypocita
sa zo vztahu:

[T

mj=\/;— 1) (3.12)
Priklad 3.1
Dizka s bola merana 12-krit ocelovym pasmom za rovnakych podmienok. Odmerané hodnoty
su:
Tabulka 3.1
Meranie 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
s [m] | 13146 | 44 | 45| 42 ,49 S | 43 | 48 | 50 | 46 | 41 | ,45 | x=131,45sm
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v -0,2 +1,8 |+0,8| +3,8 | -3,2 | 52 |+2,8|-22| 42 |-0,2| +4,8 |+0,8 2v=—0,4mm

W 004 | 324|064 14.44 | 1024 |27.04 | 7.84 | 484 | 17.64 004 | 23.04 | 0.64 | 3"y =109,68

a z nich empiricka strednd chyba jedného merania:

m= zvv: 1()9’68:3)1,6z3)2 mm
(n-1 \ 11

a strednd chyba aritmetického priemeru zo vSetkych merani je:

m = ZVV _ 109’68=9,1z9mm.
nn-1) '\ 12.11

3.4 GAUSS-LAPLACEOVA FREKVENCNA KRIVKA

Zavislost’ velkosti ndhodnych chyb na pravdepodobnosti ich vyskytu matematicky definoval
Gauss podl'a normdlneho rozdelenia rovnicou:

h e (3.13)

Py =—=¢€
(e) z
V rovnici znamenaju:

P - pravdepodobnost’ vyskytu chyby &,

e - zéklad prirodzenych logaritmov,
h - parameter presnosti v normdlnom rozdeleni.
los 1€
Plt)
+0.4
+0,2
i___ '.( } + f -
£ -3Mm -2M -1m 0 +IM +2m +3M+E
-3 ~2 -1 +1 +2 +3  t

Obr. 3.1. Gauss-Laplaceova frekvenéna krivka

Na obr. 3.1 je znazornend Gaussova zvonovitd krivka pre # = 1. Krivka sa asymptoticky bliZi
kose X. Plocha obmedzend osou X a krivkou predstavuje thrnni pravdepodobnost’ vyskytu
vSetkych moZnych ndhodnych chyb. Vlastnosti ndhodnych chyb formuloval Gauss nasledovne:
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a) pravdepodobnost’ vzniku kladnej alebo zdpornej chyby urcitej vel'kosti je rovnaka, t.j. pocet
kladnych a zapornych chyb vo vel’kom stiibore merani je priblizne rovnaky,

b) malé chyby st pravdepodobnejsie nez chyby velké,

c¢) chyby nad urcitd hranicu sa nevyskytuju, pri prekroceni tejto hranice ich klasifikujeme ako
hrubé chyby.

3.4.1 Intervalové odhady vyskytu chyb

Znama velkost’ zdkladnej strednej chyby 7 umozituje dopredu predpovedat’ vyskyt chyby vo
zvolenom intervale. Pravdepodobnost’ vyskytu chyby v symetrickom intervale vyjadrujeme
vSeobecnym vztahom P(-t m < € <t m ). Pre jednotlivé intervaly (obr. 3.1) je pravdepodnost
vyskytu chyb nasledovna:

P(- m<e< m)=P(-1 <t<l )=68 %,
P(-2 m<e<2 m)=P(-2 <t<2 )=95 %,
P(-25m<e<25m)=P(-25<1t<25)=99 %, (3.14)
P(-3 m<e<3 m)=P(-3 <t<3 )=99.7%.
V rovniciach ¢ predstavuje Standardnid (bezrozmerni) premennd, tzv. konfidenény koeficient:
r=— .

m
Intervaly (3.14) maji ndzov intervaly konfidencie (spolahlivosti) merania.
Ako ukazuje priebeh Gaussovej krivky, chyby nemdzu nadobidat’ neohraniene velké hodnoty.

Zanajviacsiu chybu € v praxi povaZujeme dvoj- aZ trojndsobok zdkladnej strednej chyby:

X

Ex =tMm=2maz3m.

m

Vyskyt chyby mimo interval &, ma vel'mi mald pravdepodobnost’ ( 5% az 0,3 %) a takito
chybu uz povazujeme za chybu hrubi a vylu¢ujeme ju zo stiboru merani.

Ak nie je zndma hodnota zdkladnej strednej chyby, odhad vyskytu chyby vo zvolenom intervale sa
uskuto¢nuje podla Studentovho rozdelenia. PouZitie Studentovho rozdelenia pri malom pocte
nadbyto¢nych merani (n” = 1 az 4) vedie k zdverom, ktoré odporuji skisenosti. Ak vyhodnocujeme
merania, ktorych pocet nadbyto¢nych merani je v intervale 5 < n” < 25, za &,,x je moZné pribliZne
povazovat’:

Ex=tom=2maz2,5m.

Hodnoty konfiden¢ného koeficienta ¢, =2 az 2,5 pre prislusné n” vyhl'addme v Statistickych
tabulkéch, ked’ sa pouZila hladina vyznamnosti & = 100 - P =5 %.

Priklad 3.2

V priklade 3.1 sme vypoéitali stredni hodnotu dizky z 12-tich opakovanych merani: x = 131,45 m
a empiricku strednd chybu aritmetického priemeru m, = 9 mm. Aplikidciou Studentovho rozdelenia

chyb zistime napr. s 95 % pravdepodobnostou, (&= 100 — P =5 %), v ktorom intervale sa nachadza
skutoén hodnota meranej dizky. Z tabulky 3.2 t, =22, ked n" = (n—1)=11.

Skuto¢na hodnota meranej dizky ma pravdepodobnost’ vyskytu v intervale:

(X-tg M <X< X+tgm,),
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t.j. skuto¢nd hodnota mdze nadobudat’ hodnoty v intervale 131,44 m < X < 131,47¢ m, pricom
najpravdepodobnejsia hodnota meranej dlzky je x =131,45¢ m.

3.4.2 Skiska nulovej hypotézy

Interval spol'ahlivosti v niektorych pripadoch sliZi k rozhodnutiu, ¢i vObec existuje nezniama
veli¢ina (X # 0 napr. pohyb bodového pol'a, posun stavby) a kedy je moZzna hypotéza X = 0.

Prikladom nech je opakované meranie bodového pol'a na zosuvnom tzemi. Opakované merania
poskytuju rézne vysledky vyrovnanych sdradnic y, x, a H. Testuje sa hypotéza, ¢i zmeny siradnic

‘Ay‘ = ‘Ax‘ = ‘AH ‘ =( (dalej len ‘A‘ =0). V praxi sa pouziva zjednodusené pravidlo:

Kritické hodnoty Studentovho rozdelenia: ¢

Tabulka 3.2

Pocet ty
nadbyto¢nych merani n
=n-1
o=100-P
10 5 2 1

1 6,314 12,706 31,821 63,657
2 2,920 4,303 6,965 9,925
3 2,353 3,182 4,541 5,841
4 2,132 2,776 3,747 4,604
5 2,015 2,571 3,365 4,032
6 1,943 2,447 3,143 3,707
7 1,895 2,365 2,998 3,499
8 1,860 2,306 2,896 3,355
9 1,833 2,262 2,821 3,250
10 1,812 2,228 2,764 3,169
11 1,796 2,201 2,718 3,106
12 1,782 2,179 2,681 3,055
13 1,771 2,160 2,650 3,012
14 1,761 2,145 2,624 2,977
15 1,753 2,131 2,602 2,947
16 1,746 2,120 2,583 2,921
17 1,740 2,110 2,567 2,898
18 1,734 2,101 2,552 2,878
19 1,729 2,093 2,539 2,861
20 1,725 2,086 2,528 2,845
21 1,721 2,080 2,518 2,831
22 1,717 2,074 2,508 2,819
23 1,714 2,069 2,500 2,807
24 1,711 2,064 2,492 2,797
25 1,708 2,060 2,485 2,787
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a) ak ‘A‘ < m , nemdZzeme zamietnut’ hypotézu, Ze ‘A‘ = 0,
b) b) pri W<‘A‘ < 2m je moZné pochybovat o platnosti hypotézy ‘A‘ = 0 a je mozné
pripustit’ pohyb s 32 % azZ 5 % rizikom chybného rozhodnutia,

c) pri ‘A‘ > 2 m je moZzné pochybovat’ o platnosti nulovej hypotézy a sme prakticky

presvedceny
o pohybe. Pracujeme pri tom s 5 % rizikom nespravnosti zamietnutia hypotézy.
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