11. MATEMATICKE ZAKLADY ANALYTICKEJ FOTOGRAMETRIE

Fotogrametricki snimku vyhotovend fotogrametrickym objektivom (so zanedbatelnym
skreslenim) s dobrym priblizenim povaZujeme za perspektivny obraz objektu. Body objektu a im
zodpovedajtice snimkové body st v okamihu vyhotovenia snimky v perspektivnom vztahu, ktory je
mozné vyjadrit' aj matematicky. Perspektivny vztah formulujeme matematicky podla pouciek
analytickej geometrie v priestore, vzhladom na definovany stradnicovy systém. Aplikujeme ho
v analytickej a digitdlnej fotogrametrii.

11.1 Priestorovy siradnicovy systém

Stradnicovy systém v analytickej fotogrametrii je pravouhly a pravoto¢ivy. Pravotocivost
pravouhlého sdradnicového systému je dand trojicou usporiadanych jednotkovych vektorov i, j, k
danych ich poradim.

z} Jednotkové vektory i, j, k pritom definuju
smery priestorovych stdradnicovychosi X, Y, Z

(obr. 11.1). Pre jednotkové vektory i, j, k =z
definicie skaldrneho stcinu vektorov plati:

i.i=1 j.i=0, k.i=0,
i.j=0, j.j=1, k.j=0, (11.1)
i.k=0, j.k=0, k.k=1.

P(x,y.z)

o

= Y Obr. 11.1 Priestorovy stiradnicovy systém

Ak vyjadrime polohu bodu P pomocou vektora r v systéme jednotkovych vektorov i, j, k
s pociatkom v bode O, potom pre vektor r (obr.11.1) plati:

r=xi+yj+zKk, (11.2)
kde x, y, z su ortogondlne zlozky vektora r, resp. priestorové suradnice bodu P.

Vztah (11.2) mozno formalne zapisat’ ako stéin riadkového vektora x, y, z a stipcového vektora
i, j, k takto:

r=(xy.2) (11.3)

J
k

Pre zjednodusenie vektorového vyjadrovania budeme pre vektor r pouZivat najmi jednoduchsi
stlpcovy zapis:

r=|y|. (11.4)
11.2 Matematicka formulacia podmienky kolinearity v analytickej fotogrametrii

Vztah medzi siradnicami v geodetickom a snimkovom stradnicovom systéme urcitého bodu je
definovany podmienkou kolinearity (projek¢éné centrum, snimkovy bod a zodpovedajuci bod na teréne
leZia na jednej priamke) (obr. 11.2)
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r=r,+r,=r,+4AAr’", (11.5)

kde je
T3 - vektor priestorovych sturadnic projekéného centra O(xy , yo , 2o),
I, - vektor priestorovych suradnic bodu P(x, y, 2),
A - mierkovy koeficient (skaldr),
r('3’1) - obrazovy vektor stiradnic bodu vzh'adom na hlavny snimkovy bod

/i
PAx =xpy, ¥ =y 2 =—¢,),
A(3 3 - matica smerovych kosinusov (rota¢nych koeficientov), ktora urcuje uhlovii orienticiu

medzi geodetickym a snimkovym sdradnicovym systémom podl'a schémy uvedenej v
tab. 11.1.

Predpokladdme sicasne, Ze H'=S" a x;, =y, =0.

O'(Xo,YorZo)

l+7

-
(0]
Obr. 11.2. Kolinearny vztah urcitého bodu v geodetickom a snimkovom suradnicovom systéme
Matica smerovych kosinusov Tabulka 11.1
o v 2 o v 2
X CoS &, Cos &, COS, ap an ass
y cosf, cosf, cosf. ) an a3
Z COS¥% COS% COSY% asi asy ass

Prijatim - z° = ¢, vznikne zhodne orientovany fotogrametricky systém s geodetickym
sturadnicovym systémom. Zmena ovplyviiuje znamienka funkcii troch rotacnych uhlov ¢, @, & z
ktorych vypocitame smerové kosinusy [9]:

COSO = - COSKCOS( - sink'sing cosV,
COS(, = SINK'COSY - COSKSINQ COSV,
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cosa, = - sin@sink;

cosf3, = cosksin@ - sink'cos@ cosV,

cosfB, = - sink'sing - COSKCOSQ cosV, (11.6)
cosf. = - cos@siny,

COS¥ = - sink'sinV,

COS) = - cosKksinV,

COS¥ = CcosV,
kde v =100%- @.
Obrazovy vektor v explicitnom vyjadreni m4 tvar:
r’=x’i’+y’j’+z’k’=%A‘l(r—ro). (11.7)

Ak vyndsobime rovnicu (11.7) skaldrne jednotkovym vektorom Kk’ v snimkovom stiradnicovom
systéme a v zmysle rovnice (11.1) dosadime za r’k”=2z" dostaneme:

z’:%A‘l(r—ro)k’. (11.8)

Pre mierkovy koeficient % plati:

1 7’
1z 11.9
A A'(r-ry)k’ (1

Rovnicu (11.9) dosadime do rovnice (11.7) a dostaneme:

r':mzﬁ(r—ro). (11.10)

Rovnicu (11.7) prepiSeme na tvar

A7 (r-r))=4r". (11.11)

Pravé strana rovnice A r” je vektor, ktory dostaneme tak, Ze snimkovy vektor r” vyndsobime
mierkovym koeficientom A bez ohl'adu na tvar matice smerovych kosinusov A.

Vektor A r” ozna¢ime symbolom ¥

r=Ar’.

Vektor T je pomocny vektor vyjadreny vzhl'adom na snimkovy sdradnicovy systém X~ Y~ Z~
vpravo na obr. 11.2. Ak oznaCime suradnice vektora r symbolmi u, v, w, vektor T mdZeme
vyjadrit’ v systéme jednotkovych vektorov i°, j°, k™ a vzhl'adom na vztah (11.3) takto:

o/

1

F=(u,v,w) il (11.12)
k’

Podrla rovnice (11.2) plati:
rT=ui"+ vj + wk" (11.13)

Rovnicu (11.13) zjednodusene zapiSeme podla (11.4) v tvare:
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(11.14)

Inverznd maticu A z matice smerovych kosinusov dostaneme transponovanim matice A [20]
ay) Ay Ay
AT =ATAJA ) =AT =lay, ay ay).
QA3 dy; A3
Lava strana rovnice (11.11 bude:
ayp dy Az || X—Xg
Ail(r_ro): Qp Ay Az || Y~ Vo |- (11.15)
A3 y3 A3z /\™ 20
Dosadenim rovnic (11.14) a (11.15) do rovnice (11.11) a rozpisanim rovnice (11.15) dostaneme:
u ayy(x = xp) + (¥ = yo) + a3 (2= 2)
v | = ap(x—x0) +axn(y—y) +asn(z-z) | - (11.16)
w. ays(x = xp) + ars(y = yo) + a33(2 — 2)
Vztah (11.15) moZeme zjednodusene zapisat’:
u
ATl(r-r))=|v |=ui"+vj +wk’. (11.17)

w

Ak skalarne vynasobime vyraz (11.17) jednotkovym vektorom k°, dostaneme vztah pre
menovatel’ vyrazu (11.10)

AN (r—r)k’=(ui’+vj +wk’)k’". (11.18)
Po vynéasobeni a tprave je:

AT (r-r))k’ =w. (11.19)

Do rovnice (11.10) za vyraz A~ (r - ro) dosadime vztah (11.17) a za vyraz A‘l(r—ro)k’
vztah (11.19):

u
1%
v =g (11.20)

w

Stradnicu z” nahradime hodnotou konstanty fotokomory ¢, podla vztahu z” = - ¢, . Po tprave
rovnice (11.20) dostaneme

(11.21)

Tz =)< ==
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Vektor r”rozpiSeme na zlozky a upravime pravi stranu rovnice:
u
w
Yi=—c| V|- (11.22)
w
1

Vztah (11.22) rozpiSeme na dve rovnice aza u, v, w dosadime hodnoty zo vzt'ahu (11.16)

, u ay (x—xq)+ay (y=yy)+as(z-z)
x'=—c, —=-¢, ,
w a13(x x0)+az3(y—y0)+a33(z—zo)
y'z—cklz—c a12(x x0)+a22(y—y0)+a32(z—z0)‘ (11.23)
w 013()‘ x0)+“23(y_YO)+a33(Z_Zo)

Rovnice (11.23) vyjadruji kolinedrny vztah urcit¢ého bodu v geodetickom a snimkovom
siradnicovom systéme jednosnimkovej fotogrametrie. Snimkové stradnice x”, y”~ s funkciou
prvkov vonkajSej orientdcie snimky, a to stradnic projekéného centra x,, Yo, Zzo, rotaénych uhlov
¢ @ K geodetickych (modelovych) siradnic x, y, z a konStanty fofokomery ¢ :

x,:fl (x[)7 y[)a Z09 ¢9 w, K9 x, ya Za Ck)7
y’:fz(xo, Yos 205 @5 @, K, X, Y, Z, Ck). (11.24)

Uhly roticie snimky ¢ @ & sud skryté v koeficientoch matice A a;; (tab. 11.1) rovnice
(11.6).

Na obr. 11.2 sme predpokladali nulové hodnoty stiradnic hlavného snimkového bodu H’. Ak
xy; #0 a yj, #0 vrovniciach (11.23) lavé strany rovnic si x"a y’.

X'=x"-xy a y=y-yy. (11.25)

Zlozky obrazového vektora r” potom maju tvar:

o, lx=x)eosa, +(y—yo)cos B, +(z=zo)cosy,
x'=xp - ¢ ;
(x—x,)cosar, +(y—y,)cos B, +(z—2z,)cos ¥,
(x—xo)cosar, +(y—y,)cos B, +(z—zy)cos ¥,
(x—xy)cosar, +(y—y,)cos B, +(z—zy)cosy,

(11.26)

Y =y —¢

Na vyjadrenie priestorovych vztahov si potrebné analogické vztahy aj pre druhy meraésky
snimok so snimkovymi sdradnicami x""a z”".

Rovnice (11.26) upravime d’alej tak, Ze ich uvedieme na spolo¢ného menovatela a kazdy ¢len
Citatela a menovatel’a vydelime vyrazom
1

d=— : (11.27)
X, COST_ + Y, cosfB_+27,cosy .

Rovnice (11.26) nadobudnd tvar:
A x+B,y+C,z

Ay x+Byy+Cyz+1
Ay x+B,y+Cz

Ay x+Byy+Cyz+1

/_

1

(11.28)

’ —_—
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kde

_ Axg+By,+C iz
' Ay x +Byy,+Cyzp+1]

(11.29)
D, = A, xy+B,y,+C, z, '
Ay xpg+Byy, +C5zp+1
Za konStanty Ay, By, Cy, Ay, By, C,, A;, Bs;, C; sme poloZili vyrazy:
Ay = (x}p cosoy + ¢ cosay ) d,
By = (x}; cosf. + cycosf.) d,
Ci=(xj; cosy, + cycosk ) d,
Ay = (y}; cosa, + ¢y cosq, ) d,
By, = (y}; cosf, + cicosf, ) d, (11.30)

C,=(yy cosy + cycos) ) d,

Az =d cosa,
B;=d cosf.,
C; =d cosy.

Ak vloZime pociatok geodetického stiradnicového systému do jedného z vlicovacich bodov (P)
a pociatok snimkového stradnicového systému do jeho obrazu (P°), potom pre body P(x,, y, z,) a
P (x7 y7p) plati

Vp=%x,=2=0 a x7, =y, =0,

vtedy rovnice (11.29)

D, = 0,
D, =0 (11.31)
arovnice (11.28) pre 'avi snimku budi mat’ tvar
_ Alx+Bly+Ciz
gy CAIX+Bly+Clz+1] (11.32)
,  AJx+Bjy+Cjz
Ajx+B;y+Ciz+1
pre pravd snimku
. Alx+Bly+Clz
o A/x+B{y+C{z+1’ (11.33)

" Ax+B)y+C)z
Alx+B]y+Ciz+1

V pripade, Ze sa jednd o kolinedrne vztahy len medzi snimkovou a obrazovou rovinou, v
rovniciach (11.32) x-ové geodetickd sdradnica je rovnd nule, a tym sa ndm prisluSne zmens$i pocet
transformaénych konstént:
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Aly+B/z
Aly+Bjz+1’
A;y+Bjz
A]y+Bjz+1

/_

(11.34)

’ —_—

Vztah medzi stradnicami v geodetickom a fotogrametrickom suradnicovom systéme sa moZe
odvodit’ dvoma sp6sobmi:

- uréenim uplnej orientdcie I'avej a pravej snimky vycislenim 9-ich nezndmych prvkov x,, yo,
20, X515 Yi» Ck» @ @, K pre lavi a pravu snimku [4].

- ur¢enim 18-tich transformac¢nych konstant: A/, B/, C/ az A}, B}, Cj.

Obidva sposoby rieSenia vyzaduji minimdlne 6 vhodne priestorovo rozloZenych vlicovacich

.....

umoziiuje aplikaciu s vyrovnanim MNS.
Pri rovinnej kolinedrnej transformécii je nevyhnutny pocet vlicovacich bodov rovny 4.

11.3 Analyza numerického rieSenia analytickej fotogrametrie

Numerické riesenie kolinedrnej priestorovej (podobne i rovinnej) transformacie, je zaloZené na
rieSeni 9-ich transformacnych konstant A/, B/ az C; pre lavy snimok a A/, B/ az Cj pre pravy
snimok. Za tymto Gcelom upravime rovnice pre lavi snimku (11.32):

Alx+B/y+C/z —Ajxx"=Bjyx' —Cjzx" —x" =0,

, , , ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ (1135)
+A x+B5y+Cyz—Ajxy —Bjyy —Cizy -y =0.

Do rovnic (11.35) dosadime redukované geodetické a fotogrametrické stiradnice 5-tich
vlicovacich bodov redukovanych k pociatku v 6. bode. Dostaneme tak 10 rovnic o 9-tich nezndmych.
Ststavu rovnic rieSime napr. Gaussovou elimina¢nou metédou s vyberom hlavného prvku a
spresnenim neznamych metédou rezidui. Tymto rieSenim vytvarame hornotrojuholnikovid maticu
obsahujicu na mieste pivota najvacsi prvok matice. Do desiatej rovnice sa tak zaradf a na vypocte sa
nezuicastni najmenej hodnotnd rovnica z hl'adiska definicie transforma¢nych konstant.

Rovnakym spdsobom sa vypocita vektor transformacnych koeficientov A/, B/, az C; pre
pravi snimku.

Geodetické stradnice vlicovacich a pozorovanych bodov x, y, z pocitame z upravenych rovnic
(11.32) a (11.33):

(A] = Asx)x +(B] - B;x)y +(C/-Cix')z —x" =0,

(47 = A0 Je+ (B, = By )y +(C5 =€)k = =0, 136
(A7 = AZx")x+ (B = Bix")y +(C7-Cx")z —x" =0, '
(A7 — A7y )x+ (B = BYY )y +(C] —C1y")z =y =0.
V pripade, Ze je k dispozicii viac ako 6 vlicovacich bodov, transformacné koeficienty pre lavy a

pravy snimok sa vypoéitaji s vyrovnanim MNS. Vtedy linearizujeme rovnice (11.26) rozvojom do
Taylorovho radu. Pretvorené podmienkové rovnice maju tvar (13.15).
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